SAR FE BE A HH 


第 十 二 分 期 


(RIF e tgm 著 
Z m R 
陆 a 中 g 


江苏 科学 技术 出 版 社 


CONTINUUM PHYSICS 
* 
F. Erdogan 
Complex Function Technique 


ACADEMIC PRESS, 1975 


YAE hg 


现代 连续 统 物理 丛书 
第 十 二 分 抽 

复 变 函数 技术 

CJF tgu Ë 

程 沅 生 译 陆毅 中 g 


出 版 ， 江 苏 科学 技术 出 版 社 
发 行 : 江苏 AREER 
印刷 淮阴 新 华 印 刷 厂 


开本 787X1092 MH 1/32 印张 4 字数 79，000 
1982 年 7 AW 1M 1827 AML ADH 
印 数 1—4 1600 # 


书号 13196 » 099 定价 0.45 元 


责任 编辑 EXE 


cae ed 


《现代 连续 统 物理 丛书 》 译 序 


中 国力 学 学 会 理性 力学 与 力学 中 数学 方法 专业 组 ， 于 一 


九 七 九 年 八 月 一 日 至 十 九 日 在 兰州 大 学 举办 了 第 一 次 理性 力 


学 讲学 讨论 会 。 会 上 ， 来 自 全 国 二 十 七 所 高 等 院 校 和 中 国 科 
学 院 力学 研究 所 、 计 算 中 心 的 全 体 代 表 共 同 商定 组 织 翻译 由 
美国 普 林 斯 登 大 学 A。C。Eringen 教授 主编 的 《 连 续 统 物 
理 》( 卷 1 一 卷 4) 一 书 ， 共 分 十 七 分 册 ， 争 取 于 一 九 八 〇 年 至 
一 九 八 二 年 陆续 出 版 ， 以 利于 推进 我 国 理性 力学 的 发 展 。 今 
得 江苏 科学 技术 出 版 社 的 大 力 支持 ， 本 《从 书 》 终 于 和 读者 
见面 了 。 原 主编 A。C。Eringen 教授 亲自 撰 就 中 文 版 序言 ， 
并 为 本 《丛书 》 在 我 国 翻译 出 版 给 予 了 热情 的 支持 。 

理性 力学 是 在 近代 生产 的 大 量 经 验 事实 的 基础 上 ， 建 立 
起 较 完 备 的 公理 体系 ,运用 物质 运动 所 必须 遵循 的 基本 定律 ， 
以 严密 的 逻辑 思维 和 推理 方法 去 研究 连续 介质 (简称 连续 统 ) 
的 物质 运动 和 变形 的 一 般 性 规律 的 力学 。 它 只 有 二 十 多 年 的 
历史 。 当 然 ， 关 于 用 理性 的 方法 对 连续 介质 运动 普遍 规律 的 
研究 ， 最 早 应 滴 及 贝 努 里 、 欧 拉 、 柯 西 等 著名 的 数学 家 和 力学 
Ks 理性 力学 的 学 科 名 词 也 始 见 于 该 时 。 但 从 十 九 世 纪 末 至 
二 十 世纪 中 ， 力 学 界 主要 着 眼 于 传统 力学 在 生产 实际 中 的 应 
用 ,而 一 度 忽 视 了 对 连续 介质 为 学 的 基础 理论 的 探讨 。 人 类 工 
业 生 产 的 发 展 , 引 用 了 许多 新 材料 ,对 原 有 材料 的 使 用 也 大 大 
地 扩大 了 范围 。 只 依靠 象 弹性 材料 这 样 简单 材料 的 力学 一 一 
弹性 力学 或 一 般 流体 力学 ,显然 不 能 满足 人 们 的 生产 要 求 了 。 
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这 种 情况 , 从 一 九 四 五 年 起 开始 发 生 了 变化 ，M，Reiner 和 和 
R. S. Rivlin 等 人 对 橡皮 物质 大 变形 的 研究 ， 接 着 一 九 四 
AI, D. Oldroyd A WE ARRE EHAR AS XH 
成 近代 理性 力学 创造 了 条 件 。C。A。 Truesdell, We Noll 
和 B。D，Colersan 等 人 从 一 九 五 八 年 后 提出 了 更 加 完善 的 
关于 构造 物质 运动 本 构 方 程 的 公理 体系 。 建 立 了 各 类 物质 本 
构 方程 的 严密 的 数学 模型 ， 使 理性 力学 形成 了 一 个 比较 完善 
的 理论 体系 ， 泪 清 了 上 应用 力学 中 关于 应力 、 上 应 变 、 应 力 率 、 应 
， 变 率 等 含糊 不 清 的 基本 概念 。 在 此 基础 上 ， 对 物质 进行 了 分 
类 ， 确 立 了 简单 物质 的 谱系 、 并 对 谱系 中 各 种 物质 《弹性 物 
质 、 丫 弹性 物质 、 超 弹性 物质 、 次 弹性 物质 》 的 本 构 方程 进 
行 了 广泛 深入 的 三 究 ， 用 逆 法 或 半 逆 法 找到 了 在 有 限 变 形 条 
HERD MA. RRO TPAD MED RR RK 
的 应 用 力学 的 研究 范围 大 大 地 推进 了 一 步 ， 即 把 通常 线性 
物性 方程 如 Hooke 弹性 体 , Maxwell, Voigt 和 Boltzmann 
线性 粘 弹 性 体 ，Newton 粘性 流体 的 研究 范畴 ， 推 进 到 非 线 
性 物性 方程 的 研究 范畴 ， 而 且 考 虑 了 机 械 变 形 和 热 、 电 、 赣 
各 种 非 线性 耦合 效应 。 与 此 同时 ， 提 出 了 各 种 新 型 物质 如 液 
唱 、 微 极 物质 、 微 态 物 质 、 非 局 部 物质 、 位 错 连 续 统 的 数学 
模型 ， 并 进行 了 大 力 的 研究 。 在 此 基础 上 ， 逐 步 形 成 了 前 途 
十 分 广阔 的 新 学 科 、 新 方向 。 这 一 切 使 我 们 对 客观 世界 的 认 
识 更 加 深 了 。 理 性 力学 也 研究 连续 统 在 热 。 电 、 磁 等 和 力学 
的 辜 合 现象 ， 因 此 ， 被 称 为 连续 统 物理 。 

理性 力学 与 近代 数学 有 着 密切 的 联系 ,在 其 发 展 过程 中 ， 
用 到 了 近代 数学 中 包括 张 量 分 析 、 微 分 几何 、 不 变量 理论 、 群 
论 、 泛 涵 分 析 、 拓 扑 学 、 解 析 函 数论 等 许多 车 础 知识 。 目 前 ， 
尤其 在 欧洲 业已 形成 了 用 纯粹 数学 来 研究 力学 理论 的 新 学 
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沽 。 因 此 ， 理 性 力学 在 其 发 展 过 程 中 ， 虽 曾经 历 了 一 段 旧 折 
的 道路 ， 但 经 过 二 、 三 十 年 的 奋斗 ， 作 为 连续 介质 力学 的 理 
论 基 础 ， 业 已 牢 牢 地 树立 了 自己 的 地 位 。 在 国际 上 ， 它 强 列 
地 影响 着 传统 的 力学 教育 和 力学 研究 ， 也 大 大 地 增强 了 力学 
处 理 现实 生产 问题 和 交代 新 型 工业 材料 的 能 力 。 

A. Ce Aringen 主编 的 《连续 统 物理 》 就 包括 了 这 一 学 
科 的 几乎 全 部 的 现代 成 就 ， 所 以 本 《从 书 》 译 名 定 为 《现代 
连续 统 物 理 》。 本 《丛书 》 的 译 审 小 组 成 员 ， 钱 伟 长 (组 长 )、 
FFR, RAR, RRR. ERA, BKB. AMRKKX, 
BRET, RRR. 


钱 fi 长 
一 泌 七 万 年 十 二 月 八 月 
于 清华 园 
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中 译本 序 


当前 ， 在 所 有 物理 学 理论 的 构造 中 ， 共 有 两 种 基本 的 数 
学 模型 ， 一 是 离散 体 模 型 ， 另 一 是 连续 统 模型 。 离 散 体 模型 
认为 ， 物 体 是 由 大 量具 有 确定 物理 性 质 (如 质量 、 电 荷 }、 披 
此 又 相互 吸引 而 聚集 在 一 起 的 几何 点 的 集合 所 组 成 的 。 这 方 
面 最 突出 的 例子 莫 过 于 原子 模型 了 。 虽 然 , 对 许多 物质 理论 ， 
牛顿 力学 仍然 适用 ， 但 原子 模型 的 基本 定律 则 是 由 量子 力学 
所 描述 的 。 

连续 统 模 型 则 引用 场 的 概念 去 描述 物体 的 儿 何 点 ， 不 必 
去 区 分 构成 该 物体 的 一 个 个 粒子 间 的 差异 。 在 物体 任 一 点 上 
可 以 确定 一 个 密度 ， 例如 质量 密度 、 电荷 密 度 和 能 量 密 度 ， 
不 再 把 它们 加 以 量子 化 。 此 处， 表面 上 的 点 具有 面 密度 ， 如 
应 力 和 热流 。 在 连续 统 模型 中 运用 的 物理 定律 是 各 种 守恒 律 ， 
此 外 还 由 本 构 方 程 予以 补充 。 

一 个 数学 模型 ， 不 论 它 多 么 谨 严 ， 也 决 不 能 真 真实 实地 
一 丝 不 差 地 表达 出 物质 的 物理 学 规律 。 外 部 特征 长 度 ( 和 /或 
时 间 ) 与 物体 内 部 特征 长 度 《〈 和 /或 时 间 ) 的 比值 决定 了 该 物 
体 对 外 界 作 用 的 反应 。 当 外 界 作用 的 载荷 给 出 的 波长 大 大 超 
过 颗粒 〈 原 子 ) 六 的 距离 时 ， 经 典 场 论 得 到 的 结果 和 实验 观 
测 相符 合 。 当 该 比值 趋 近 1 时 ,离散 体 模型 便 将 取而代之 了 。 
但 当 特 征 长 度 的 比值 小 于 工时 ， 点 粒子 〈 原 子 ) 可 再 度 认 为 
具有 连续 统 的 特性 。 这 时 ， 可 把 物体 考虑 成 是 由 离散 的 连续 
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体 的 集合 组 成 的 。 在 这 里 ， 我 们 明确 地 看 到 了 离散 体 和 和 连续 
体 这 两 种 模型 交织 在 一 起 的 混合 模型 。 

量子 力学 是 在 一 种 尺度 上 建立 起 来 的 。 而 相对 性 场 论 用 
的 是 另 一 种 尺度 ， 这 就 足以 使 我 们 相信 ， 一 切 离散 体 的 模型 
和 壬 级 统 的 模型 都 具 有 它们 理论 自身 适用 的 范 呈 ， 这 种 适用 
性 取决 于 我 们 所 要 求 的 精度 。 

ANER, RTRARET rt ys AX RA 
说 法 仍然 只 是 一 种 个 人 的 喜爱 或 抱 有 成 见 的 观点 ， 因 为 几何 
点 没有 尺度 就 不 可 能 具有 诸如 质量 、 电 荷 这 样 的 物理 属性 。 相 
反 地 ， 对 连续 统 模型 又 怎样 呢 ? 这 里 ， 几 何 点 是 用 场 来 描述 
的 。 按 此 逻辑 ， 连 续 统 模型 要 比 离散 体 模型 “更 加 实 实 ?。 其 
实 ， 这 个 结论 也 会 给 人 以 一 种 错觉 ， 因 为 不 可 能 有 纯粹 是 几 
何 点 构造 的 物体 的 。 
”一 种 理论 当 它 能 说 明 许 许多 多 的 物理 现象 而 同时 结构 简 
单 又 具有 完美 的 感染 力 时 才 是 最 有 生命 力 的 。 

过 去 的 二 十 年 ， 连 续 统 场 论 在 两 个 基本 方面 取得 了 重大 
的 进展 ; (一 ) 建 立 了 经 典 的 线性 和 非 线性 场 论 的 数学 模 型 ， 
《二 ) 把 微 极 场 论 和 非 局 部 场 论 引 导 到 具有 内 部 结构 的 物质 研 
究 中 去 。 在 第 一 方面 ， 我 人 有 ， 非 线性 弹性 理论 ， 流 体 动力 
学 ,与 记忆 有 关 的 弹性 体 、 与 记忆 有 关 的 流体 、 混 合 物理 论 
以 及 电磁 场 理论 。 我 们 已 毫 不 含糊 地 确立 了 普遍 适用 于 这 些 
场 的 基本 定律 。 同时 本 构 方程 也 有 了 更 加 坚实 牢 舍 的 基 础 。 

研究 这 些 基 础 理论 产生 了 丰硕 的 成 果 。 人 们 不 但 揭示 了 
在 这 些 乍 看 上 去 互 不 相同 的 物理 场 之 问 存在 着 基本 的 结构 和 
统一 的 原理 ， 而 且 能 够 更 加 深入 和 广泛 地 把 我 们 的 研 R 范 
畴 扩大 到 包括 复合 介质 《固体 和 流体 的 混和 物 、 AS 
质 ) 和 有 电磁 场 作用 的 变形 介质 中 去 。 本 专著 第 二 卷 和 第 三 
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论 。 

经 典 场 论 不 包含 有 内 在 的 特征 上 长度， 所 以 它 只 限于 在 宏 
观 物理 学 的 范畴 内 上 应用。 随 着 微 极 场 论 和 非 局 部 场 论 的 发 展 ， 
我 们 进入 了 具有 内 部 结构 的 物质 领域 。 属 于 微 极 理论 和 非 局 
部 理论 应 用 范 暑 的 例子 有 里 粒 圈 体 、 非 结 昌 材料、 复合 材 
料 、 多 和 孔 材 料 、 各 向 异性 流体 、 是 浮 体 、 血 泪 、 液 唱和 磁性 
料 料 等 等 ”诚然 ， 数 学 上 已 有 了 相当 多 的 解 可 以 作为 我 们 的 
证 明 ， 但 人 们 还 在 期 待 着 有 更 多 的 解 的 到 来 。 非 局 部 场 论 实 
际 上 具有 一 条 洪 在 的 力量 ， 它 可 以 解 林 和 预言 在 分 子 和 原子 
尺度 范围 内 发 生 的 物理 现象 。 对 这 一 点 ， 看 一 看 近来 在 波 的 
EE CEB REDS Oly, BARBED SHR 
内 获得 的 结果 便 会 深信 无 疑 了 。 木 专著 第 四 卷 对 微 极 理论 和 
非 局 部 理论 进行 了 讨论 ,第 三 卷 讨论 微 磁 场 理 论 。 可 异 的 是 ， 
在 本 专著 出 版 的 时 候 ， 尚 无 这 一 方面 的 更 多 解法 和 其 他 的 结 
果 ， 因 而 只 能 暂 付 阔 如 。 
RARE, -WARAN AR, ANAA 
出 修改 ， 同 时 会 给 出 更 加 满意 的 和 证明。 尽管 如 此 ， 所 有 的 物 
悍 举 理论 ,， 稍 落 得 以 生存 ， 还 必须 经 受 住 来 自 实 验 的 严峻 考 
验 。 有 些 时 候 ， 实验 期 待 着 上 升 到 理论 的 高 度 ( 例 对 液晶 )， 
有 时 ， 为 提出 一 个 决定 性 的 实验 却 需 要 得 到 一 些 更 新 的 数学 
解法 。 
在 连续 统 场 论 发 展 的 过 程 中 ， 数 学 的 许多 分 枝 起 到 了 重 
要 的 作用 。 本 专著 第 一 卷 包含 的 数学 内 容 就 是 根据 编 考 在 把 
稿 时 的 喜爱 选择 的 。 由 于 篇 罩 有 限 ， 无 达 有 不 少 重要 的 其 他 
的 数学 分 枝 都 不 在 本 卷 选编 之 列 。 

这 四 卷 专著 译 成 中 文 ， 术 人 感到 极为 荣幸 。 现 代 连 续 统 
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场 论 能 和 这 样 广大 的 中 国 读者 见面 ， 这 在 开拓 其 他 理论 领域 
和 发 展 科学 及 技术 的 应 用 方面 必 将 产生 重大 效果 。 我 们 希望 ， 
中 译本 的 出 版 也 将 为 加 强 中 美 之 间 的 友 次 作出 贡献 。 


Ae Ce RAR 
一 不 八 〇 年 五 月 . 


主编 者 原 序 


在 过 去 十 年 里 ， 连 续 统 场 论 的 基础 和 有 关 应 用 都 得 到 了 
一 些 明确 而 又 重大 的 进展 ， 变 形 介质 的 几何 学 和 运动 学 都 已 
严格 地 建立 起 来 了 。 单 一 介质 、 材 料 的 混合 物 和 具有 微 结 构 
的 材料 的 平衡 定律 已 经 形成 了 。 具 有 单一 材料 的 连续 介质 的 
热力 学 取得 了 牢固 的 基础 ， 而 且 ， 在 建立 混合 物 和 具有 化 学 
反应 的 介质 的 热力 学 方面 ， 也 取得 了 重大 的 进步 。 我 们 已 经 
有 了 一 个 包罗 万 象 的 而 且 严 格 的 本 构 方 程 理论 ， 它 已 成 功 地 
应 用 于 许多 特殊 类 型 的 材料 ， 例 如 ， 非 线性 弹性 体 、 非 牛顿 
流体 、 记 忆 性 材料 、 混 合 物 以 及 电磁 国体 和 流体 等 。 除 此 而 
外 ， 还 认真 地 用 不 同 的 几何 学 在 各 种 不 同类 型 的 介质 中 寻找 
过 非 线性 静 力 学 和 非 线性 波动 学 问题 的 各 种 解 。 

面 对 着 这 类 研究 工作 的 爆炸 性 的 快速 发 展 ， 即 使 专家 也 
很 难 跟 上 去 、 理 解 它 ， 并 把 它 用 到 各 自 的 研究 工作 中 去 。 由 
于 这 个 领域 的 文献 既 广 泛 又 分 散 ， 搜寻 、 阅 读 和 理解 这 些 文献 
的 确 存 在 着 困难 。 许多 在 古典 领域 中 进行 研究 工作 的 AR, 
都 遇 到 了 上 述 实际 困难 ， 不 少 新 形成 的 学 派 ， 还 是 孤立 地 工 

作 着 的 。 
三 卷 本 @ 的 《连续 统 物 理 》 就 是 为 各个 互 不 联系 的 专家 
和 学 者 提供 必要 的 基础 来 阅读 连续 统 物 理 各 个 方面 的 最 新 文 


中 译注 ”后 来 又 出 了 第 四 卷 ， 主 要 介绍 了 在 广义 连续 统 的 理论 的 
研究 基础 上 建立 起 来 的 微 极 场 论 ， 非 局 部 场 论 和 非 局 部 微 极 场 论 。 


献 。 这 样 ,我 们 希望 不 同 领域 的 研究 工作 者 能 够 携 起 手 来 , 共 
同 工 作 ,而 且 从 其 他 领域 发 展 的 一 些 强 有 力 的 方法 中 ,各 自 有 
所 借 镜 。 

我 们 一 定 要 在 非 线性 理论 和 发 展 得 很 完善 的 十 哄 线 性 理 
论 以 及 近似 理论 之 间 ， 建 立 种 种 桥梁 。 通 过 谨慎 地 选择 问题 
和 选择 解法 ， 非 线性 场 论 和 线性 场 论 在 某 些 应 用 中 将 能 带 来 
有 意义 的 启发 。 

这 个 规划 是 宏伟 的 。 在 建立 过 程 中 ， 常 常 诱 使 人 们 扎 求 
详尽 。 力 求 完备 的 心情 是 不 小 的 。 如 果 我 们 不 注意 克服 这 种 
意图 ， 常 常会 使 我 们 偏离 范本 目标 ,不 仅 不 能 保持 头脑 清醒 ， 
反而 引起 更 多 的 混乱 和 失望 。 所 以 ， 我 们 不 得 不 在 许多 重要 
的 领域 内 采取 简 述 ， 而 在 另 一 些 领 域内 卓 力求 严 加 选材 。 

在 第 一 卷 内 ， 我 们 致力 于 讨论 一 些 选 用 的 教学 方法 。 每 
个 方法 郝 只 能 有 精简 的 分 量 。 在 连续 统 物理 研究 工作 中 ， 见 
平 要 用 到 所 有 数学 领域 ,哪怕 只 用 一 点 点 ,但 都 有 一 席 地 。 我 
们 只 侈 取 了 数学 的 六 个 领域 ， 在 连续 统 物理 的 发 展 中 ， 它 们 
都 曾 占 有 中 心地 位 ， 并 曾 反 复 使 用 过 。 它 们 是 张 量 分 析 、 群 
论 、 不 变量 理论 、 泛 函 分 析 、 解 析 函 数论 、 随 机 过 程 。 它 们 
都 纳入 第 一 卷 的 第 一 至 第 四 部 分 。 不 幸 的 是 ， 还 有 许多 数学 
领域 同样 地 是 基础 ， BRHMRT. 它们 包括 偏 微分 方程 、 
积分 方程 、 可 微 的 各 拓扑 的 流 形 等 诸 重 要 领域 。 

本 书 的 第 二 卷 , 致 力 于 单一 材料 连续 统 的 非 线性 理论 , 讲 
述 了 变形 的 几何 学 和 运动 学 ， 讨 论 了 平衡 定律 、 热 力学 和 本 
构 理论 。 第 二 卷 第 一 部 分 是 基础 理论 ， 它 专门 处 理 热 强 性 固 
体 ， 热 粘性 流体 ， 塑 性 力学 以 及 与 记忆 有 关 的 村 料 。 第 二 卷 
第 二 第 三 部 分 涉及 国体 介质 和 流体 介质 的 非 线 性 静 动 力学 诸 
间 题 的 解法 。 为 了 阅 明 使 用 积分 方程 和 解析 函数 论 的 基本 数 


K 


学 方法 ， 这 里 也 处 理 了 线性 理论 和 一 些 重要 的 线性 混合 边 田 
值 问题 。 间 似 法 和 数值 法 同样 是 重要 的 ， 但 并 未 包括 在 本 着 
之 内 。 

本 书 的 第 三 卷 致力 于 混合 物 、 位 错 和 电磁 相互 作用 的 壬 
续 统 理论 。 

”我 必须 声明 ， 本 书 坦 到 了 许多 作者 愉快 的 合作 ， 没 有 他 
们 的 贡献 ,本 书 的 目的 就 无 法 实现 。 为 此 ,我 向 他 们 致谢 。 我 
和 我 的 同事 之 问 的 友好 的 讨论 ;而 心 的 修订 和 热忱 的 工作 ,经 
常 给 我 不 断 的 鼓励 。 

许多 文章 不 仅 是 已 知 村 料 的 重新 组 织 ， 而 且 包 括 着 作者 
们 的 新 发 现 。 我 们 诚 姑 希 望 ， 这 些 工 作 不 仅 对 研究 人 员 有 看 
Shy 而且 也 可 以 供 工程 和 应 用 科学 、 应 用 数学 和 数学 物理 的 
AREREEALR. 


AC KE 
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第 1 章 本 分 册 的 范围 


本 分 册 讲 述 连续 统 力 学 和 连续 统 物理 中 线性 边界 值 问题 
的 求解 方法 ， 从 广义 上 讲 这 些 方法 是 复 变 函数 理论 的 应 用 。 
在 解 一 个 给 定 的 问题 时 ， 如 何 选 取 最 有 效 的 方法 ， 一 般 地 是 
取决 于 微分 方程 的 类 型 ,介质 的 几何 形状 和 边界 条 件 的 性 质 。 
在 各 式 各 样 的 问题 中 ， 这 三 方面 因素 的 结合 使 得 方程 的 解 可 
以 表示 成 封闭 的 形式 @D。 在 这 些 边界 值 问 题 中 下 列 三 种 类 型 
出 现 得 最 多 : 

(a) 在 势 论 中 称 之 为 狄 利克 雷 (Dirichlet) 间 题 和 诺 
伊 曼 (Neumann) 问题 的 这 样 一 类 广泛 的 问题 。 这 些 问 题 
也 称 为 势 论 的 第 一 类 和 第 二 类 基本 边界 值 问题 ， 它 们 要 求 在 
给 定 的 区 域内 确定 一 个 调和 函数 ， 在 区 域 的 边界 上 ， 第 一 类 
问题 的 边 办 条 件 是 给 定 函 数 ， 第 二 类 问题 则 是 给 定 函 数 的 法 
向 导数 。 

(b) 这 样 一 类 边界 值 问题 ， 即 区 域 的 几何 形状 和 边界 
条 件 使 得 问题 具有 一 组 完全 的 正 交 特征 函数 系 。 在 这 样 的 情 
况 下 ， 区 域 通常 被 曲面 w* =a" ($=1,2; K=1 RM b= 1,2 
k=1,2,3) 所 限定 ， 其 中 ot Sb, c 是 常数 。 设 边 


ORE “封闭 形式 的 解 " 是 指 ， (a) 解 被 表示 成 系统 的 独立 变量 
MBS CAL IK, (b) 解 遗 过 已 知 函 数 的 收敛 的 定 积分 表示 出 来 ， 
CC) 解 通过 具有 已 知 系数 的 收敛 的 函数 项 无 穷 级 数 表示 出 来 ， Cd) 解 
通过 已 知 函 数 的 收敛 的 无 穷 积 分 表示 出 来 。 


党 值 问题 可 以 表述 成 
Lina = f(m*), eD 
(1.1) 
Bit) = gi(a*) b= 1, ,m,a%eS 

其 中 Lom 是 一 个 2m WADA, Bi 0 = 1 e,m) 是 (最 
多 为 ) 2m -1 阶 的 算 子 ，f 和 gi 是 已 知 的 函数 ，D 是 区 域 ， 
S iD WAR. 假如 在 由 2*= a 确定 的 部 分 边界 曲面 Sa E 
并 次 算 子 Bi(u) 没有 变化 ， 则 问题 称 为 普通 边界 值 问题 。 候 
如 在 一 部 分 光滑 曲面 Sa 上 有 Bi 的 一 组 算 子 ， MERAY 
边界 部 分 有 另 一 组 算 子 ， 则 此 问题 称 为 混合 边界 值 问题 。 在 
(b) 类 问题 中 的 普通 边界 值 问题 可 以 用 特征 函数 展开 式 方法 
得 到 封闭 形式 的 解 。 假 使 问题 具有 混合 边界 条 件 ,一 般 讲 来 ， 
特征 函数 展开 式 方法 将 导出 一 组 对 但 级 数 方程， 其 中 展开 式 
的 系数 通常 不 能 导出 封闭 形式 的 解 。 

Cc) 定义 在 “无 穷 ? 区 域内 的 一 类 边界 值 问题 。 这 类 问 
题 的 区 域 几 何 形 状 和 边界 条 件 使 得 问题 存在 着 或 者 能 导出 
适当 的 积分 变换 。 在 这 种 情况 下 ， 假 使 问题 是 普通 边界 值 问 
题 ， 解 可 以 通过 反 演 积分 表示 成 封闭 形式 。 另 一 方面 ， 假 使 
边界 条 件 是 混合 型 ， 这 种 方法 将 导出 一 组 对 偶 积 分 方程 ， 其 
中 未 知 函 数 是 个 积分 变换 式 。 

暂且 不 管 二 维 势 论 中 普通 边界 值 问题 的 直接 应 用 ， 在 解 
混合 边界 值 问 题 中 复 变 函数 理论 间接 地 找到 了 它 的 一 个 最 有 
效 的 应 用 。 因 为 复 变 活 数 的 基本 理论 和 直接 应 用 在 本 译 从 的 
第 五 分 册 《 解 析 函 数论 》 中 已 有 阐述 ， 我 们 这 一 分 册 将 限于 讨 
论 复 变 函数 方法 对 混合 边界 值 问 题 的 应 用 。 特 别 是 由 于 在 绝 
大 多 数 问题 中 ， 混 合 边界 值 问题 与 复 变 函数 理论 之 间 的 联系 
是 通过 奇异 积分 方程 来 实现 的 ， 所 以 本 分 册 的 大 部 分 将 用 来 
介绍 这 些 方 程 的 实用 解法 。 
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第 2 章 定义 ， 对 偶 级 数 方程 ， 
对 偶 积分 方程 , 势 , 通 量 
为 了 便于 理解 某 些 基本 概念 的 定义 ， 我 们 来 研究 下 列 二 
维 势 论 中 的 一 个 简单 合子 (图 1 )， 试 找 出 函数 Oy), EÑ 


E . 
(2.1) Viu(w,y)=0,. O<e<b, 0<y 


并 满足 边界 条 件 

(2.2) ufos ， @=0, w=b 

( 2.3) lim x y =S), ce L 
yor ot 

(2,4) u=0, yo, ve Lt 

(2,5) ud, 24 y—> 09 if 


(2,6) L= > Lye, Dyes (iy Cy), KOKO i 
i. 


O<(Gy, C) Lb, B= 1, e,m 
其 中 工 是 y=0, 0<e<b ELMAR. KIL u AR 
示 下 列 场 中 的 任 一 个 量 , 比如 : 温度 (在 热传导 中 )、 静 电势 、 
质量 浓度 .速度 势 (在 流体 力学 中 ) 或 位 移 (在 平行 于 < 轴 的 反 
平面 剪 切 问题 中 )。 而 “是 材料 常数 。 很 明显 ,这 是 一 个 混合 
边界 值 问 题 ， 因 为 在 光滑 边界 y=0, 0<e<b 的 工 部 分 上 给 
定 的 是 4 的 法 向 导数 ， 而 在 其 余 的 部 分 L' 上 给 定 的 是 函数 


Vo 


图 1 半 无 穷 带 的 混合 边界 值 问题 


势 的 法 向 导数 64/6n 被 称 为 “ 通 量 "， 在 这 个 问题 里 , 它 
可 以 代表 例如 热 通 量 、 静 电场 中 、 质 量 扩散 速率 、 速 谍 或 应 
力 等 物理 量 。 它 是 具有 分 量 bx/6c 和 ou/day WB grad u 
的 法 向 分 量 @。 显 然 ， 如 果 在 边界 的 L' 部 分 上 % 是 已 知 的 ， 
比如 w=G(s)，s 是 弧 长 ， 于 是 尺 在 5' 上 的 切 向 导数 也 是 已 
知 的 , 它 为 Bu/as=G'(s)。 在 研究 混合 边界 值 问题 中 , 由 于 
量 纲 的 一 致 , 处 理 边 界 上 的 94/6n 和 ow/ds 要 比 处 理 Ou/an 
Al u TBS 

现在 让 我 们 从 形式 上 来 求解 由 《2,1) — (2.6) 式 所 确定 


ORT ”原文 写 静 电荷 是 错误 的 

QR 方程 (2.2) 一 《2,6) 可 以 表示 一 个 无 限 弹 性 体 的 反 证 
面 剪 切 问题 ， 这 个 弹性 体 剪 切 模 量 为 H, 在 xz 平 面 上 它 含 有 一 列 平 
HBX Lylk=1, eu m), RURAL RF HWM 力 tye (x,0) 
= f(x) 的 作用 。 
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的 问题 。 对 于 方程 (2.1) 很 容易 得 到 满足 在 y = oo 处 条 件 即 
(2.5) 式 的 解 


(2.7) ww,Y)= 》 Ae "Moosaw, 0<*<b, O<Yy 
0 


其 中 A,(n=0, l, …) 是 未 知 的 常数 ， 由 (2.2) 式 得 到 


an 
(2.8) ay =- 


将 (2.7) 式 代入 其 余 的 边界 条 件 (2.3) 和 (2.4) 式 ， 得 到 


(2,9) lim 》 a,4,e°%s"cosa,t = — (+), ee L 
vrot i H 


(2,10) > A cosa =0, wel’ 
9 


在 工 的 各 端点 %、0x, 由 (2,9) 式 确定 的 函数 是 不 连续 的 。 因 
此 ， 除 去 端点 ， 并 暂时 假定 级 数 ( 2,9) 是 均匀 收敛 的 ,在 求 和 
号 内 取 极 限 ，(2,9) 式 和 (2,10) 式 形式 上 可 以 表示 成 


(2.11) > A n@n COS a = - (=) fa), cel 
7 p 


(2.12) > 4, c08a,2=0, wmEL’ 
0 


由 (2.11) 和 (2.12) 式 确定 的 无 穷 方 程 组 称 为 对 偶 级 数 方程 。 


对 于 六 组 未 知 系 数 4j(7 = 1，…, Vi n=1,2,…), 推 广 (2.11} 
式 和 (2.12) 式 ， 我 们 如 下 定义 一 组 对 侦 级 数 方程 中 : 


原 注 例如 ,车 图 1 所 示 的 带子 含有 N -工行 附加 割 线 ， 它 们 位 
F y= hl=2, N), ancx<ey (k=l; em) GPE xeL L), BB 
的 表面 分 别 有 通 量 f11(x) (1=2,…,N)， 能 够 很 容易 地 证 明 ， 问题 公 
式 化 后 将 导出 一 组 (2.13) 和 (2.14) 类 型 的 对 偶 级 数 方程 。 


joa) 


N œ 
(2.13) > ， S bom)4in= 大 7)， ve L, P= oN 
j=l n=l 


N ~ 
(2,14) So YR nN) An = fa (2), eel’, =1,++,N 


j=1n=1i 
其 中 js (7 = 1 Ns n=1,2,…) 是 未 知 的 常数 ， 核 5 和 
hy 是 不 相同 的 。 我 们 注意 ， 因 为 (2.11) 和 (2,12) 式 中 的 核 
cosa, ec TEO<a < 内 即 在 也 + 了 上 是 正 交 的 ,假使 己 或 也 
为 零 ， 也 就 是 说 ， 假 使 问题 是 一 个 普通 边界 值 问 题 ， 那 么 利 


用 欧 拉 (Euler) 公 式 从 (2.11) 式 或 (2.12) 式 使 可 直接 确定 出 
Ano 


车 我 们 设 
4,=(F) Flan), Aagn= on 一 Cn =F 
(2,7) RAB 
2 yp -a 
(2,15) way) = (2) Lande »’ cosa, EAn 
0<u<b, y>0 

PA bo, a 变 成 一 个 连续 变量 ， 由 (2.15) 式 我 们 得 到 
(2.16) wy) =(5-)] Fade coserda, 2>0, y>0 


上 式 也 可 以 由 (2,1) 式 利用 sw 的 余弦 变换 直接 得 到 。 对 (2.9) 
式 和 (2,10) 式 用 同样 的 取 极 限 方法 ， 我 们 得 到 


(2.17) lim (2) “ak (aye “003 arda 
= o 


yrd 


= -(4+)Fm, veL 


2 


(2,18) (2)[ F(a cosarda=0, ce L’ 


这 几 (2.17) 式 和 (2.18) 式 被 定义 为 一 对 对 偶 积 分 方程 。 其 中 
F(a) 是 未 知 函 数 ， 它 代替 了 出 现在 (2.9) 式 和 (2.10) 式 中 的 
常数 4, 的 离散 集 。 另外 ， 在 普通 边界 值 问题 的 情况 下 ， 即 
RHEL 或 者 是 工 等 于 零 的 情况 下 ， 很 明显 ， 由 (2,17) 式 
或 (2.18) 式 利用 反 演 积分 可 以 直接 得 到 了 (a)。 

在 未 知 函 数 数目 大 于 1 的 情况 下 (例如 六 -1 个 附加 “加 


载 ” 制 线 平行 于 s 轴 的 情况 )，(2.17) 式 和 (2.18) 式 可 以 被 


oo N 
(2,19) | DAM @ a Fada = fæ), EDIT 
jel 


ao N 
(2,20) | Y kie,a)F Kayda = fia), BEL! b= 1, 
gal 


HPFP (j=1,-,N) AR Re. 

由 (2.6) 式 及 图 1 可 以 看 出 ， 对 偶 级 数 方程 2.1D 和 
(2.12)， 或 对 偶 积分 方程 (2.17) 和 (2.18) 被 表示 在 (2%+ 1) 
个 不 同 的 区 间 内 。 于 是 ， 根 据 习惯 用 语 [例如 ， 见 斯 内 登 
(Sneddon),1966],(2.11) 式 和 (2.12) HARA (2m+1) 重 
的 “多 重 级 数 方程 ?组 ，(2.17) 式 和 (2.18) 式 可 称 为 (2m+ 1) 
重 的 “多 重 积分 方程 ”组 。 另 一 方面 ， 由 (2,11) 式 、(2,12) 
式 及 (2,17) 式 、(2.18) 式 也 可 以 看 出 ， 在 每 种 情况 下 对 应 于 
两 种 不 同类 型 的 边界 条 件 仅仅 具有 两 个 独立 的 校 〈 台 在 部 分 
边界 上 给 定 函 数 +， 则 对 应 于 核 coswe， 在 其 余 边界 上 给 定 
9w/3y， 则 对 应 于 核 acosaw )。 而 且 , 很 清楚 ,不 相交 线 Pe Lr 
的 数目 mw 不 是 对 上 述 级 数 方 程 和 积分 方程 的 结构 没有 影响 就 
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是 对 解 的 性 质 没有 影响 。 因 此 ， 在 本 分 册 中 级 数 方程 和 积分 
方程 的 多 重 性 将 理解 为 独立 核 的 数目 ， 而 不 是 边界 上 区 间 的 
数目 。 在 这 种 意义 下 ， 别 的 文献 中 讨论 的 三 重 级 数 方 程 和 积 
分 方程 则 对 应 于 本 分 册 中 用 入 =1 所 定义 的 对 偶 级 数 方 程 和 
对 偶 积 分 方程 。 

作为 多 重 级 数 方程 的 一 个 例子 ， 我们 研究 
(2.21) LOH)=0, w=ula), mED, j=1,2 


M 
(2,22) B= f8), j=1, 4, M s€C, YC=0 
1 


Hp LE—AIRRRAF, B= 1,0, 用) 是 一 些 不 相同 
BAF, f(OG=1,-,M) 是 已 知 的 函数 , s 是 C 上 的 
MK, C 是 区 域 D 的 边界 。 设 方程 (2,21) 的 解 为 下 列 形式 


(2,23) w= Agla), ft, 2 
1 

其 中 9; 是 已 知 函 数 ，4; 是 未 知 系数 。 此 外 ， 设 

(2,24) By( 9@i) = bus) 


于 是 边界 条 件 (2.22) 可 以 表示 为 


(2.25) 29010838)4i= f), j=1,, M,  s€0; 
i=1 


在 (2.25) 式 中 有 MAA RRR gj;; 集合 (7 = 1, en, M, 
=1,2,…)， 因 此 (2.25) 式 称 为 MERRI BA 例如 ,在 


由 (2.1) 一 (2.6) 式 定义 的 问题 中 ， 假 如 我 们 把 y=0 上 的 边 
界 条 件 修 改 成 


9 + 
(2.26) gye ) = fiw), vec, 
(2.27) ulw, 0>) = fi), vec, 
8 


(2.28) alr) BC, 0°) +b(æju(æ, 0+) = f(a), rel, 


PRC, +0, 4+C,=C=(0,b), Ci 可 以 分 别 是 不 相交 的 子 区 
间 Cw 的 联 集 ， 将 (2.7) 式 代入 上 面 三 式 ， 我 们 得 到 


(2,29) > 4,¢,,cosa,0 = ~ file), eEC, 
0 
(2,30) 7A, cosa,e = f(a), EC， 
0 


(2.31) J 4A,- @,0(e) + ba) s00a,c= fale), EC 
0 


(2,29) —(2, 31) RA RAM BHA 的 三 重 级 数 方程 组 ,用 类 
似 的 方法 可 以 定义 出 多 重 积分 方程 。 


第 3 章 混合 边界 值 问题 的 解法 


一 般 讲 来 ， 在 连续 统 物 理 中 解 混 合 边 界 值 问 题 有 两 种 基 
本 方法 ， 

(a) 运算 方法 

(6) 复 变 函数 方法 。 

运算 方法 是 利用 有 关 超 越 函 数 的 各 种 性 质 直接 通过 运算 
方法 解 对 偶 级 数 方程 和 对 偶 积 分 方程 。 在 某 些 简单 情况 下 封 
闭 形式 的 解 是 有 可 能 找到 的 。 一 般 地 ， 我 们 的 目的 是 把 对 偶 
级 数 方程 或 对 偶 积 分 方程 简化 为 一 组 无 穷 个 代数 方程 或 一 个 
REHE (Fredholm) 型 的 积分 方程 。 关 于 运算 技术 比 
较 全 面 的 介绍 可 在 斯 内 登 的 书 (1966) 中 找到 。 

用 复 变 函数 理论 解 混合 边界 值 问题 的 方法 可 分 成 三 类 ; 

CO ) 直 接 利 用 复 势 理论 和 反射 原理 把 混合 边界 值 问题 简 
化 为 分 段 全 纯 函 数 的 黎 曼 -~ 希 尔 伯 特 (Riemann-Hilbert) 问 
题 ; 

(ii ) 将 函数 论 方法 应 用 于 对 偶 级 数 方程 、 对 偶 积 分 方程 
和 奇异 积分 方程 

(Ciii) 将 对 偶 级 数 方程 和 对 偶 积分 方程 简化 为 奇异 积分 
方程 。 

在 本 分 册 中 , 将 不 讨论 运算 方法 。 在 一 般 的 边界 值 问题 ， 
特别 是 混合 边界 值 问题 的 所 有 解法 中 ， 最 有 效 的 方法 或 许 是 
直接 应 用 复 势 理论 (如 果 能 应 用 得 上 的 话 )。 因 此 ， 假 使 能 利 
用 复 势 理论 将 问题 公式 化 ， 同 时 区 域 的 几何 形状 允许 应 用 反 
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射 原理 ， 那 么 这 个 方法 就 具有 明显 的 优越 性 , 它 将 是 直接 的 ， 
ABA RA. BE, RASTA, AE 
用 范围 比较 狭窄 ， 几 乎 完全 限于 平面 弹性 和 二 维 势 论 中 定义 
在 相对 讲 来 十 分 简单 的 区 域 中 的 问题 。 由 于 这 个 原因 ， 对 于 
这 种 方法 我 们 不 作 详细 阐述 ， 仅 仅 通过 一 些 简单 的 例子 给 以 
介绍 。 对 于 方法 (ii) 和 (iii) 我 们 将 较 详 细 地 来 讨论 。 


第 4 章 复 势 理论 的 直接 应 用 


研究 下 列 势 论 中 的 混合 边界 值 问题 (图 2 )， 


(4。 1) vw =0, 一 oo [eoo y>0 
(4,2) lim gah (æ), wel 
(4,3) ue file), EL’, y=0 


(4.4) L=} Lr, Ly = (50) 5 MeO <a i 
1 


k=1,", n 
Hp je)G= 1,2) PEMA, L! 是 -<w<o0, y=0 
上 工 的 余 集 .问题 是 要 确定 在 实 轴 y = 0 上 满足 边界 条 件 (4.2) 


图 2 平面 混合 边界 值 问 题 


RADARA u, WMR RU ERA F= w tiy) 
HR, F(z) te ERTS" (图 2 ) 内 是 全 纯 的 。 利 用 柯 丙 
(Cauchy )- 黎 曼 方 程 ，% 的 梯度 可 以 表示 成 


12 


ĝu Oe Iin 
(4,5) an +4 ay = F” (2) 
或 
2 -~ Fie) + FV) 
ox 7 2 “eo 
(4,6) 


- zii =F) - FG) 

& zt + i0 ( zt- i0), HAORA RI, (4,2) 
式 和 (4.3) 式 变 成 
(4.7) (FFD = P(t) -FP G), iEL 
(4.8) 2f = P+) + Et), EI 
很 容易 证 明 , 假 使 f(z) 在 S: 内 是 全 纯 的 , 则 F(z) 在 S57 内 是 
全 纯 的 。 注 意 , E (2z) 仅 仅 定义 在 5 内 ,如 果 用 下 式 把 五 ' (>) 
的 定义 推广 到 S 中 (参见 本 译 丛 第 五 分 贡 《 解 析 函 数论 》) 


| F’ (2), 2€S* 
(4.9) $2)= _ 

-F’(z), 2657 

则 (4,7) 式 和 (4.8) 式 简化 为 下 列 黎 曼 - 希 尔 伯 特 问题 ， 
(4.10) PODE = (TNA, teL 
(4.11) P-P =F, EL 


除去 了 以 及 到 上 Fit) #0 EIRIAS, BBE Ce) 在 整 
个 平面 上 是 全 纯 的 (在 |%| = ce 它 可 能 有 一 个 有 限 级 的 极点 ,这 
要 取决 于 的 性 质 了 )。 因 此 $(z) 是 个 分 段 全 纯 函 数 。 如 果 
4 的 梯度 在 无 穷 远 处 为 常数 (例如 不 变 的 应 力 状 态 或 热 通 量 )， 
并 用 下 式 给 出 


Ou . ou 


1 ， 
(4.12) gg tay = (Pot ido), a? +y’—oo 
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于 是 所 (>) 在 jz| = 所 处 将 为 下 式 给 出 的 常数 
(4.13) dim F (e) = (Yong ig) 


BS DLA PE DA YS E ART A BGEO, JE DR, 得 到 
(4.10) 的 基本 解 为 


Xz) = [[G@- a) a- e) 
1 


| (-X°G), tEL 
(4,14) X(t) = 
X(t), tEL/ 


其 中 AC) lim X (2) = 1 的 分 支 。 由 (4.10) 一 (4.12) 式 
我 们 得 到 
7 _ = (28/0 ICF )/ X73 
(4.15) 名 -人 = teL 
afi@)/X*(t), EKI 
(4.15) 的 在 无 穷 远 处 有 和 零 级 极点 的 解 为 


_ X() f(t)at 
(4,16) PZ) = -= ik | 


AO, fede — 
me Srp X*(E)(E—2) 


+ X(2) > Arz" 
0 


其 中 4o，…，4, 是 任意 常数 。 由 (4,13) 式 及 (4.9) 式 可 以 看 


ORE “也 可 参见 穆 斯 海里 什 维 里 (Muskhelishvili) 的 著作 
(1953, b) MINH Æk (Gakhov) 著作 (1986) , 
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出 

(4,17) A, = (SF)ps tae) 

FAR ATE ANKK e RERE 4.8) RAI 
(4.11) 式 表示 的 是 y=0 上 ou/de 的 边界 条 件 MEE u A 
界 条 件 。 由 于 是 单 值 的 ， 解 必须 满足 下 列 条 件 : 


(4.18) fulo) = fata) + |” Eula, ode, b=1," ,nn 
ap 

或 由 (4.11) 式 ， 解 必须 满足 

(4,19) Fale) = Fala) +f] GD -$d 
tk 


b=1,,n 
上 上 式 给 出 一 组 ”个 线性 代数 方程 以 确定 4。… Ani. 例如 ， 
一 个 平面 在 实 轴 上 有 一 列 共 线 的 “ 甸 载 " 制 线 ， 在 无 穷 远 处 有 
定 值 的 “ 通 量 ”f ,=0= f,， 在 这 种 特殊 情况 下 ， 解 变 为 


n-i 
(4.20)® gz) = X| 1/1) (po - igo) + yA] 
i ' . 0 


l n-1 
| X*() | (po tye) + uy Aut |at = 0, 了 = 1 
ly 0 


pee = 4X*(t) [p -igot p y At] 

上 面 所 叙述 的 方法 还 可 以 与 保 角 映射 结合 起 来 ， 去 解 二 
维 单 连通 区 域 的 比较 复杂 的 混合 边界 值 问题 .作为 一 个 例子 ， 
我 们 研究 图 3 (a) 所 示 的 半 无 限 和 矩形 带 的 混合 边界 值 问题 ， 
(4,21) V2=0，7UX=tOi Oo)， ~b<a,<b, Or: 


全 译注 “原文 有 印刷 错误 。 
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(4,22) au/de,=0, w= Fb, #,>0 
(4,23) lim ;.d1/de, = f(a), EL 


t2- 0 


(4.24) u=0, @=0, weL 
n 

(4,25) L=} Lr, Ly = (ay te), yea 
1 


Ab C) <D 
其 中 L’ 是 zs=0， -0<<<b 上 地 的 余 集 。 这 是 在 zs =0 
上 含有 一 组 裂纹 ae K (= 1,…,m) 的 无 限 长 带 的 反 
平面 剪 切 问题 ， 其 中 是 介质 的 剪 切 模 量 。 因 为 对 于 zx =? 


A Xe D 
xt 
B ak KIC 
“b oO b x, AB’ o' co on 
(a) - (b) 


图 3 六 无 限 带 映 射 到 半 平面 上 
是 对 称 的 , 所 以 只 需要 考虑 介质 的 一 半 包 。 利 用 映射 函数 ( 见 
图 3) 
(4,26) n=@,+%@,=0(2) =(-)sin-'z, gaat by 


@ 原 注 ” 这 个 问题 与 第 2 章 中 用 对 偶 级 数 方程 表示 的 问题 ( 见 图 
1》 是 相同 的 。 
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长 带 的 沁 “被 映射 成 5', 边界 上 的 点 4,B,0,C,D 被 映射 成 


A’ ,B’ ,0 sO" ,D’ ’ 线段 Ly = (x, Cy) 映射 成 Dy = (hese) 
其 中 


(4,27) Oy = sin( G) Yn= sin( 52) 
-1<(ar, Yr) <1 
设 
(4,28) uw=ReF(y), G2) =Flal2)) 
于 是 G(z) 在 S 内 将 是 全 纯 的 , Hus ReG。 利 用 记号 kw(ci， 
T= Ule,y), (01%, )ez*, (a, yeS* 及 在 ?平面 上 方向 导 
数 的 定义 [ 见 吨 吉尔 (Churchill)，1948]， 我 们 有 
(4,29) Viuce,y=0, (ae, y)ES* 
(4,30) u(w,o7)=0, wel’ 


.o'(@)\ gla), «eT 
(4,31) uous ,o*)/dy = 


jw > 
可 以 看 出 这 个 问题 与 由 (4.1) 一 (4,4》 式 定义 的 问题 是 相同 
的 ， 在 :平面 上 是 很 容易 求解 的 。 在 这 个 问题 里 ,因为 工 ' 是 
有 限 的 ， 在 上 的 分 枝 由 下 式 给 出 


on z@S* 
(4,32) p= 
(@/(2), 2E€S7 

例如 ， 研 究 图 4 所 示 的 反 平 面 剪 切 问题 , 在 zs = 于 co 处 
带 受 到 均匀 前 切 作用 ts= go, ME fo SFE. C4, 16) 
式 可 找 出 解 为 


(2) = Ay C2- a -7 2, 
(433) fast, 0) Egoi a) (yt)? 
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aci<e 
t=sin(xe,/2b), a= sin(xa/2b), y= sin(ac/2b) 
其 中 常数 4。 由 下 式 得 到 


| bast „0de; = 229 o 


@ do 
网 4 
复 势 的 另外 应 用 可 在 本 译 丛 的 第 五 分 册 《 解 析 画 数论 》 中 
找到 。 关 于 复 变 函 数 方法 在 平面 弹性 理论 问题 中 的 应 用 的 详 
尽 介绍 可 参见 穆 斯 海里 什 维 里 的 著作 (1953 b) [也 可 见 格林 
(Green) 和 策 尔 纳 (Zerna) 的 书 ，1954]。 这 个 方法 已 被 广 
泛 地 应 用 于 接触 问题 中 ， 例 如 ， 可 见 加 林 〈Galin，1953) 的 
著作 ， 对 于 这 个 课题 的 更 广泛 的 研究 以 及 在 两 种 不 同 的 弹性 
材料 中 的 裂纹 问题 的 应 用 ， 可 参阅 区 多 温 [(Erdogan)19635， 
1965a, b, 1966), Æ C(England), 1965, 19663, I8 
A Eit & CC Cherepanov)1962), #8 (Brown) WME Sih 
(1968) DENSE PTH: (Clements) 19715 的 论文 。 


第 5 音 混合 边界 值 问 题 中 核 的 性 质 


混合 边界 值 问题 中 ， 在 光滑 边界 的 两 部 分 分 别 用 两 种 不 
同 的 算 子 给 出 边界 条 件 ， 这 两 部 分 边界 的 交点 称 之 为 奇异 点 
《例如 ， 图 1 中 的 点 "= mw 和 w=0x)®。 在 复 势 的 直接 应 用 
中 ， 这 些 点 是 复 平面 上 基本 解 的 分 枝 点 。 通 过 检查 基本 解 可 
以 直接 得 到 解 的 奇异 性 质 。 在 绝 大 多 数 问题 中 奇异 点 是 带 有 
于 于 次 等 的 寻常 分 村 点 [ 即 在 分 枝 灾 线 上 X0 = X70), 
到 (2) 是 基本 解 ]。 

在 对 控制 混合 边界 值 问题 的 对 偶 级 数 方程 或 对 偶 积分 方 
程 应 用 运算 方法 时 ， 假 使 奇异 点 是 一 个 寻常 的 分 枝 点 ， 找 出 
OAD ARE TY RAY, (EU, Ra AAS 
SEE SATE COI, ARI ATLL, EAEE h 
的 裂纹 问题 )， 用 送 算法 来 研究 对 偶 级 数 方程 和 对 偶 积 分 方 
程 ,即使 在 简单 的 情况 下 ,也 是 极其 困难 的 。 由 于 这 个 原因 以 
及 标准 运算 方法 的 实际 应 用 ， 几 了 乎 完全 限于 这 样 的 混合 边界 
值 问题 ， 即 仪 有 一 个 未 知 函 数 、 边 界 上 具有 不 同 边界 条 件 的 
部 分 仅 有 两 部 分 〈 顶 多 三 部 分 )， 因 此 需要 一 种 更 有 效 的 方 
法 来 解 这 些 问题 的 方 稳 。 这 样 的 方法 是 把 对 偶 级 数 方程 和 对 


中 累 注 ”在 三 维 问 题 中 戎 部 分 边界 的 连接 部 分 是 条 线 ， 称 之 为 合 
SR ERS P CRE Ibe He EDL He fie RE Ba PS, Pe TT AL 
就 是 条 奇异 线 。 
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偶 积 分 方程 简化 为 一 组 奇异 积分 方程 ， 或 者 是 直接 通过 一 -组 
奇异 积分 方程 把 问题 表示 出 来 。 

在 引进 奇异 积分 方程 的 方法 之 前 ， 有 必要 讨论 一 下 混合 
边界 值 问题 解 在 奇异 点 邻 域 的 某 些 一 般 性 质 。 首 先 我 们 注意 ， 
上 章 讨 论 的 简单 的 繁 曼 - 希 尔 伯 特 问题 [L(4.10)，(4.11)1 的 
基本 解 满足 下 列 齐 次 边界 条 件 ， 

(5.1) X*+ AXT) =0, EEL 

(5.2) XH- X0, tEL’ 

无 需 详尽 地 研究 ,很 明显 ,在 这 样 简单 的 情况 下 (5.1) 和 (5.2) 
的 最 一 般 解 为 


(5,3) X(2) = P) {] (2 — Gy) TH+ An (2 — Cp) 1/2 te 
1 


K=- DNM, ) 


ooh P (ABA ARE, (N,, M) =0, 1,72: -(k=1, 
iy MO, RA ARATE. HAA A, PCs 
并 不 失去 一 般 性 。 ER RE 般 性 研究 中 ， NA 
M, 。 的 值 基本 上 被 假设 为 - 1<$+N, <1, 一 1< +M, < 
1, W Ne WM, SCRE o 所属 的 “类 ”而 定 。 在 最 一 
般 的 类 ha 中 ，N =0，4 = 一 1.C5=1,…,n)， 意 谓 着 在 所 
有 端点 的 解 具有 次 小 于 1 的 无 穷 值 。 I he 的 解 在 9 个 端点 是 
. 有 界 的 ， 而 在 其 余 的 端点 具有 可 积 奇 异性 ( 见 穆 斯 海里 什 维 

里 ，1953 a), 
所 有 这 一 切 很 明显 地 都 是 根据 这 样 一 个 简单 的 物理 事 


Otak 原文 有 印刷 错误 。 
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实 ， 即 在 混合 边界 值 问题 中 未 知 函 数 常常 @ 为 “位 势 型 的 量 
(如 位 移 、 温 度 、 质 量 浓度 、 静 电势 @ 或 速度 势 ) 或 者 为 “ 通 
晤 型 " 的 量 〈 如 应 力 、 应 变 、 位 错 、 热 通 量 、 质 量 扩 散 速率 、 
HEARERS, Bih, 问题 的 物理 本 质 要 求 在 奇异 点 “ 势 ” 
是 有 界 的 ， 而 “ 通 量 ? 或 更 一 般 地 说 在 奇异 点 势 的 任意 方向 导 
数 具 有 可 积 奇 异性 。 这 个 事实 被 用 来 确定 关于 奇异 积分 方程 
的 基本 解 的 类 和 指数 〈 见 下 面 几 章 的 例子 )。 

另 一 个 要 研究 的 重要 问题 是 ， 二 维 势 论 中 的 一 般 边 界 值 
问题 。 设 C 是 区 域 的 边界 。 在 边界 上 % 的 法 向 导数 和 切 向 导 
数 用 下 列 式 子 联系 着 


ð 1 dt ð 
(5.4) A 


i a 
+ | fis Hn UCt dt, 
SEC 


十 | fats, Dt) dt, 
SGC 


ORE “在 某 些 问题 中 可 以 有 “高 阶 势 ”》， 它 在 研究 中 并 不 引起 
任何 困难 。 弹 性 理论 中 的 艾 里 (Airy) 应 力 函 数 和 洛 尖 (Love) Ñ 
数 以 及 扁 壳 理论 中 的 法 向 位 移 和 应 力 函 数 就 有 这 些 例子 。 例 如 在 接触 
问题 和 裂纹 问题 中 ， 应 力 、 位 移 和 应 力 函 数 的 性 质 分 别 为 +-1/2?、rl/2 
MrS, r 是 离奇 异 点 的 距离 。 . 

Qe: ”原文 写 静电 场 和 电荷 密度 是 错误 的 。 在 静电 学 中 “位 势 
型 ”的 量 是 静电 势 ，“ 通 量 型 ”的 量 是 静电 场 。 因为 通 量 型 的 量 必 须 
是 个 向 量 ， 电 荷 密度 却 是 个 标量 。 


2] 


Hop s Ail t BMAWMK, n 是 外 法 线 方 向 ， hi Ak, RH 
WRZ, CMB FERMILAB. GaN, 4 h 
对 称 问题 [ 即 er 6) = ur, - 8), oe 


ô 1 oom Jarð 
(5.0) -gu(1,0)= Ke otg Ca 二 人 ctg z) 


2x 


a 
gr 8da, <<a 


ð __ 1 {7 ba~? 9o+4 
(5.7) ar wildy = 一 oa \"( ctg z t ctg 3 ) 


Fr, 9). V<0<n 
其 中 核 的 特征 部 分 (dominant part) (EO = 05) 31/1 (0- 9), 
HS WEA (<0, -oo<w<oo) RINA FAY 
的 一 对 希 尔 伯 特 变换 式 ， 
(5.8) 00) = 二 | tt 8 u(t,0) 


-my 一 0 oY ’ 


— o0 [w Lco 


2 aao 1 at 2 
(5.9) ay u(e,0)= 一 “|. ine 5i u(t,0) 


=- o0 [Lt Loo 

用 类 似 的 方法 ， 研 究 介质 4V<0，- ceo<w<ce 的 平面 弹 
性 问题 ， 介 质 的 弹性 常数 为 *， u CRP re RMR, OT 
平面 应 变 状态 *= 3- 4y， 对 于 广义 平面 应 力 状态 *= (3-7) 
Q+), 是 泊 松 比 ;。 利 用 波 西 涅 斯 克 (Boussinesq) 的 基 
本 解 能 够 证 明 ， 在 边界 y=0 上 ， 应 力 ty, ta 和 位 移 导 数 
8u,/de, duy/de 用 下 列 式 子 相互 联系 着 
(5.10) HH gC, 0) 
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1fe 
= rhylo,0) + Lf 


ny VOD) 


= oo [Lm Lco 
du 


(5,11) tan 


nla 39) 


1(> de 
= -- Vlay 0) 十 FN irie 0) 


-= co<w<co 
1+ 
(5.12) 5 -twlw,0) 
3 > d 
= 
aa 


(5.13) HEY inw, 


3 1 (° de 0 
=Y Sq Wale, 0) — a a Oe O2 9 Ual@ 9 50) 


= coco 
其 中 常数 Y= (x 一 1)/(r+1)。 很 明显 ,假使 介质 被 一 条 光滑 曲 
线 C 所 限定 ,(5.10) 一 (5,13) 式 给 出 了 积分 方程 的 特征 部 分 ， 
该 积分 方程 把 曲面 上 位 移 向 量 的 法 向 分 量 x, 和 切身 分量 4 
的 切 向 导数 与 tanta 联系 起 来 了 ,而 ton 和 ts 是 CEPA TE hh ii 
上 应 力 的 法 向 分 量 和 切 向 分 量 。 例 如 ,(5.10) 式 可 用 下 式 代替 


(5,14) Ë 


9 1 Ls 
Jap as Us(S)= Yinn(s) ar ani 


SoS 


tsn(80) 


+ | [Ensas hsssso)ion (80) | ts 
SGC 
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其 中 s 和 se。 是 沿 着 二 度量 的 坐标 ，” 是 法 线 方 向 ， has j 
= 1,2) 是 依赖 于 介质 几何 形状 的 弗 雷 德 霍 姆 核 。 类 似 地 ,在 
轴 对 称 问题 中 ， 假 使 边界 曲面 是 平面 或 圆柱 面 ， 对 应 的 积分 
方程 的 特征 部 分 与 (5.10) — (5.13 式 是 等 同 的 【例如 见 
XBid, 1966; KS MARA AG (Ozbek), 19693, 

因为 人 们 并 不 总 是 能 够 把 混合 边界 值 问题 直接 表示 为 复 
势 的 黎 曼 - 希 尔 伯 特 问题 ， 又 因为 奇异 积分 方程 对 于 研 究 解 
的 奇异 性 质 是 高 度 有 效 的 ， 所 以 把 问题 简化 为 一 个 奇异 积分 
方程 是 非常 值得 的 〈 为 了 正确 地 理解 问题 ， 在 某 些 情 况 F, 
这 样 作 甚至 是 必要 的 ) 。 在 这 一 章 中 给 出 的 积分 方程 和 所 作 
的 说 明 是 用 来 指导 如 何 通 过 奇异 积分 方程 将 混合 边界 值 问题 
公式 化 。 特 别 是 在 解 对 偶 级 数 方程 和 对 偶 积分 方程 时 ， 它 们 
对 定义 辅助 函数 有 极 大 的 帮助 。 


第 6 章 ”将 对 侦 级 数 方 程 简化 为 ~ 
奇异 积分 方程 


为 了 应 用 函数 论 方法 来 解 对 偶 级 数 方程 ， 首 先 必须 把 它 
们 简化 成 一 个 奇异 积分 方程 。 从 上 章 一 般 性 的 讨论 中 可 以 看 
出 ， 在 很 大 的 一 类 混合 边界 值 问题 中 ， 至 少 根据 物理 意义 来 
讲 ， 这 样 作 将 是 可 能 的 。 事 实 上 ， 这 样 作 的 困难 仅 在 于 如 何 
从 核 中 找 出 奇异 部 分 来 ， 而 核 是 个 无 穷 级 数 。 因 为 这 种 方法 
很 简单 ， 本 章 将 通过 一 个 特殊 的 例子 来 介绍 这 个 方法 ， 同 时 
指出 该 方法 的 某 些 基本 特点 。 

研究 下 列 在 第 2 章 中 导出 的 对 偶 级 数 方程 [ 见 (2.9) 和 
(2,10) 式 及 图 1 ); 


(6.1) lim S'a,4,e°%"cosa,w = ~ (1/u)f (8), VEL 
y 0+ 1 


(6,2) SA, cosa,v = 0, EL’, an = ANN/ 


0 
(6,3) L= So Lis Ly = (Gy Cy) 
1 


0<% Oy Oy Oy < 
其 中 A, @=1,2,-) 是 未 知 系数 ， 地 是 0<w<b5 上 工 的 
余 集 。 未 知 函 数 ww,y) 通 过 4,( 带 有 一 个 附加 的 任意 常数 
Ay) 被 表示 成 【 见 〈2.7) 式 ] 
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(6.4) uwy) = YD Ave en cosa t+ Ay, O<e<b, 0<y 


应 该 指出 , .对 于 任意 的 m， 应 用 标准 的 运算 方法 解 GD, 
(6.2) 是 不 可 能 的 。 

在 这 个 问题 里 ， 未 知 函数 是 个 “位 势 型 ”的 量 ， 在 边 
Rey=0, 0<e<b 上 它 是 有 界 的 。 于 是 ,可 以 假设 级 数 (6.2) 
是 一 致 收敛 的 、 因 此 它 可 以 逐 项 微分 。 对 它 微分 后 ， 我 们 在 
边界 上 定义 一 个 新 的 未 知 函 数 g(%) 


ulw, 0) _ 
as 


(6.5) g(®)= - JaA snags, 0<ae<b 
1 


(6.6) anA = -3)|, g) sina, tdt 
”将 (6.6) RRA (6.1) 式 ， 我 们 得 到 


(6.7) rim ($)| gdt X ew sinant eosa, t 
; yr Ot L 1 


=(+)Fo, ae L 
利用 公式 


oo 


(6.8) die sind = sin 1/[2(che-— cosd)] 


nel 


求 级 数 的 和 ， 然 后 取 极 限 〈 见 艾 多 温 ，1968)， 由 《〈6.7) A 
得 到 


(6.9) ef, gt) cig g-o) + cig ob (i+ a) la 
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=i f@), ac 
BYR PRA I Pe PES AS, IN, X 
是 一 般 形式 的 解 | 
i 
元 | gc 8 + | kw,t) gd = 4 fw) 
(6.10) . sel 


1 x 2b 1 a 
h(a ,t) =- | cig 357e) -z jat te ab Gro)| 


其 中 le ,六 是 有 界 的 核 。(6.6) 式 表明 ,在 LD’ E g) = auae 
WAR 等于零。 由 第 4 齐 的 论证 [ 见 (4.18)2 可 以 看 出 ， 方 
FE (6.9) 必须 利用 下 列 单 值 条 件 才 能 解 出 : 

(6.11) | gat=0,  k=1,-,m 

Lk 
利用 公式 

(6.12) ctg (@—b)+ ctg (a+b) = 2sin 2a/( cos 26 — cos 2a) 
奇异 积分 方程 (6.9) 可 以 被 修改 为 


ray l g(t)sin(at/b) 
(6.13) 5 | os Cat By = cos cab} 


作 下 列 简单 的 变数 变换 


t rH 
cos =r, cos TOFS, g(t) = pr) 


di = — Ef), EL 


Tf(w) = kts) 


(6.14) 
ne, 一 
cos = a, cos- "Z> = Yrs De= (Yrsa) 
T= voy 


于 是 (6.13) 和 (6.1) 式 可 分 别 写成 
(6.15) a/m | ,pdr/ rs) = ACS), ser 


(6.16) [= poryde/ cant yt =0, k=1, =, m 
Yk 


方程 (6.15)》 的 解 是 很 简单 的 《例如 ， 观 穆 斯 海里 什 维 
里 ，1953 a)。 定 义 下 列 分 段 全 纯 函 数 


1 
(6,17) 6(2) = ci/2xi)| P(r)dr/ (ro) 


Here SARS c= +i’, pr) PARE. WH oz), BH 
HH (Plemelj 公式 给 出 〈 例 如 , 见 穆 斯 海 里 什 维 里 ,1953 a) 
(6,18) P-P r= pr), -1<7r<1 

(6.19) PAC) = A/h ps)ds/ Cs ~") 


-1<r<1 

这 里 ，7 的 范围 - 1< 对 应 于 整个 边界 0<t<2o。 设 上 和 
amr (6.1) RA (6,2) ROLL’, BAL’ 
上 g(t)=0, H (6.15), (6.18) 和 (6.19) 式 我 们 得 到 下 
列 简 单 的 黎 曼 - 希 尔 伯 特 问题 : 
(6.20) pr)— pr)=0, + rer’ 
(6.21) . +o T= -hr), rel 

(6.20) 和 “6.21》 的 解 ， 它 在 无 穷 远 处 等 于 零 ， 这 个 
解 可 以 表示 为 【 见 第 4 章 ， 也 可 见 称 斯 海星 什 维 里 ，1953a 


”三 (2) h(s)ds paa 
(6.22) gos a | easy + FOL BA 


其 中 上 是 解 的 指数 ， B,k=0,1,-+,*-1) 是 任意 常数 。 在 这 

个 问题 里 ， 指 数 的 值 决定 于 端点 4, 和 cm 的 位 置 (图 1 )。 若 

ai>0 和 cn<2〈 即 fn> -1，x<1)， 则 函数 在 所 有 的 端点 
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具有 可 积 奇 异性 ， 解 是 h。 类， 指数 是 =m%《m 是 实 轴 上 制 
线 的 数目 )， 基 本 解 成 为 


(6.23) X) = [| G@- 7) e- Ax) 
1 


(6.22》 式 中 出 现 的 % 个 任意 常数 B。，B1，…，B。-1 可 由 
(6.16) 式 给 出 的 m 个 条 件 确定 出 。 

另 一 方面 ， 若 cf =0，cm<5《 即 Ym> ~1，ai =1， 它 对 
应 于 反 平面 剪 切中 的 一 个 刃 型 弄 纹 情况 )， 于 是 函数 在 a 是 
有 界 的 ， 在 其 余 2m- 1 个 端点 具有 可 积 奇异 性 。 这 种 情况 
的 解 属于 h, 类 ， 指 数 是 =m 1， 基 本 解 可 以 表示 成 < 见 
(5.3) AI 


(6,24) X(z) = J e-r P a-a P] CG- ea) 
l 2 


这 里 m1 个 常数 了 。，B1,… ,Bi.s 可 由 单 值 性 条 件 (6.16) 
=2，3，…，m 确定 出 〈 很 明显 ， 刃 型 制 线 0 << K1 
Sr>r XT u EA ET), 情 况 cv =O, a> 
ORC, =b, a= 0 可 以 用 类 似 的 方法 处 理 。 

在 p) 被 得 到 以 后 ,未 知 画 数 9 (1) AY FH (6,14), (6.18) 
和 (6.22) 得 到 
(6.25) JE =P) =o) - 6 (7) 

ce 
rer 

例如 ， 对 于 m=1, @=0, 0<e <b, (1/u) f(s) = ~ To/h 
= 一 J =As)( 即 一 个 丸 型 制 线 受 到 定 值 通 量 的 例子 )， 我 们 
得 到 
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(6,26) 2(7) = (了 Lat yi? he f s-yYı y” B 


m Jri\ 1-8 -r 
me, 
Z<, Y= cos 一 下 
sin (nw/20) 
A Csin *(re/2b) — sìn? (rw/20) J? 
作为 另 一 个 例子 我 们 研究 m%= 1, (Ka, <e <b KAL) 

f(a) = -To 《( 即 单一 的 内 割 线 情 况 ) 。 这 时 

Ci = C08 (TCD)， Yi1= eos(ne,/b) 


由 (6.22) st. (6.18) 式 和 (6.16) 式 我 们 得 到 


(6,27) gw) = -za 


To - - Gi + 
Por) =E Ca rr ro hr- + Oy) 


Yi Kra, 
; _ aiti 工 十 和 1 Yi 
ak ee S a ES zs k) 


be = 2(@,;- 71) 
(1-7,)(1+a@,) 


Ho, = | CT VR 

y> -1, 0<%<1 
其 中 下 和 工分 别 是 第 一 类 和 第 三 类 完全 椭圆 积分 。 

注 记 (i) 假使 (6.2) HARRI, gO 在 上 L' 上 将 
具有 已 知 的 值 ，(6.9) 式 只 需要 改变 右 端 就 行 了 。 

注 记 (ii) (6.1) 式 中 放 在 求 和 号 外 面 的 极限 的 重要 性 
现在 可 看 清楚 了 。 假 使 极限 放 在 求 和 号 之 内 ,(a) 调 换 (6.7) 
式 中 积分 与 求 和 次 序 的 运算 将 是 有 问题 的 ，(b) 给 出 核 的 
(6,8) 式 的 无 穷 级 数 将 是 没有 意义 的 。 
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注 记 (ii) ph (6.5) 式 给 出 的 新 的 未 知 ( 或 辅助 ) 函数 
g(t) 的 定义 具有 第 5 章 所 讨论 的 一 般 性 质 中 。 这 里 按 (6.5) 
式 那 样 选取 g(x) 是 为 了 使 得 合成 核 的 奇异 性 是 柯 西 型 的 , 以 
使 在 求解 过 程 中 能 应 用 函数 论 方法 。 可 以 指出 ,函数 4(%,0)， 
we 工 也 能 被 选取 为 辅助 函数 。 在 这 种 情况 下 ， 不 管 4, 的 值 
如 何 ， 核 将 为 下 列 形式 
(6.29 lim g ET ame A= OTe) 
这 种 形式 在 1=% 点 给 出 一 个 不 合乎 要 求 的 强 奇 点 ， 即 G- 
4) 2。 另 一 方面 ， 为 了 量 纲 的 一 致 ， 假 使 我 们 对 (6.1) 式 
积分 ， 从 0 积 到 e， 对 偶 级 数 方程 变 为 


(6,30) lim $ 4,6°%"sina, v= 一 /0) fdt, ee L 
yr0r 4 0 


(6.31) > Acosant =0, eel’ 
1 
这 里 设 4。=0， 并 不 失去 任何 一 般 性 @。 若 我 们 定义 
(6.32) 200)=G(O) = J AnaS, 0<%<0 
1 


利用 (6.31) HR, KABA, 可 以 表示 为 
(6.33) A,= (2/b){ @Ct)eosa,tdt 
将 (6.33) RRA (6.30) 式 ， 我 们 得 到 


ORE 原文 有 印刷 错误 。 

ORE ER FRU, Ao 对 应 垂直 于 Cx, y) 平面 的 
一 体位 移 。 一 般 讲 来 ， 它 是 一 个 加 性 常数 势 ， 对 于 通 量 的 分 布 没有 影 
响 。 
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(6,34) Al, G(t) | ctg zg- 2) — ctg ap (tt ») Jae 


=| fd, veh 
HJo 


很 明显 ，(6.34) 也 是 一 个 具有 柯 西 型 奇异 项 的 奇异 积 
分 方程 。 从 本 章 讨论 的 简单 例子 中 可 以 看 出 ， 选 择 辅助 函数 
时 从 物理 角度 考虑 问题 的 重要 性 ， 当 然 辅助 函数 的 选取 要 使 
积分 方程 具有 所 要 求 的 奇异 性 。 事 实 上 ， 如 果 目 的 是 要 把 对 
偶 级 数 方程 或 对 假 积分 方程 化 简 为 奇异 积分 方程 ， 只 要 记 住 
于 列 基 本 原则 就 行 了 : 假使 两 个 函数 f 和 7 通过 下 列 具 有 柯 
西 特征 核 的 积分 方程 相 联 系 ， 即 


dt 
(6.35) æ=, [IOE + Ranga, eel 
或 通过 下 列 更 一 般 的 方程 相 联 系 


s) = ya(a) 于 yd 
(6.36) ft") =rg(@) + Hf go ia 


+ | klw,t)g tdt, wel 
很 明显 ，f(%w) 和 g(%) 必 须 具有 相同 的 物理 量 纲 。 在 (6.35) 
式 和 (6.36) A, F Ag 可 以 是 实 函 数 或 复 变 函数 ， 芽 是 
不 相交 的 光滑 弧 L; 的 联 集 ，7 是 个 无 量 纲 常数 。 就 因为 这 
个 原因 ， 选 取 一 对 函数 作为 (a，0) 和 Bulw,，0)/6wy CH 
(6.29) 式 ]】 所 得 的 结果 是 没有 意义 的 ， 而 选取 一 对 函数 作 
为 Bu(e;0)/ag Faw a,0)/ay 或 x(o,0) 和 | Cau(a,0)/ay ide 
CHL (6.9) RA (6.34) 式 ] 得 到 的 是 简单 的 奇异 积分 方 
程 。 
注 记 (iv) ”如 前 记述 ， 在 把 对 偶 级 数 方程 简化 为 奇异 积 
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分 方程 的 过 程 中 主要 问题 是 分 离 出 核 的 特征 部 分 。 在 前 面 的 
例题 中 ， 给 出 核 的 无 穷 级 数 是 可 以 加 起 来 成 为 封闭 形式 的 ， 
所 以 在 分 离 出 柯 西 奇异 项 时 没有 什么 困难 。 在 更 复杂 的 问题 
中 ， 如 果 适 当地 选取 辅助 函数 ， 知 道 了 给 出 核 的 无 穷 级 数 的 
发 散 部 分 就 可 以 找 出 柯 西 奇 异 项 ， 通 过 分 析 级 数 的 渐 近 性 质 
《例如 ， 见 第 9 章 ) ， 人 们 总 是 能 够 做 到 这 一 点 的 。 
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第 7 章 将 对 侦 积 分 方程 简化 为 
奇异 积分 方程 


虽然 用 运算 方法 解 对 侦 积 分 方程 的 文献 是 非常 广泛 的 
(例如 ， 见 斯 内 登 ，1966)》 ， 但 仔细 地 研究 将 会 发 现 ， 几 乎 
所 有 的 这 些 方 法 都 是 处 理 均 匀 介 质 带 有 两 部 分 或 三 部 分 边界 
条 件 的 标准 混合 边界 值 问题 。 在 使 用 这 些 方法 的 时 候 ， 介 质 
的 几何 形状 或 本 构 关 系 的 稍微 变化 ， 在 某 些 情况 下 ， 就 会 引 
起 无 法 克服 的 困难 。 可 是 另 一 方面 ， 适 当地 选取 辅助 函数 ， 
则 能 够 毫 无 困难 地 把 一 组 给 定 的 对 偶 积 分 方程 简化 为 一 个 奇 
异 积分 方程 。 这 里 主要 问题 是 分 离 出 核 的 特征 部 分 ， 而 这 是 
用 一 般 常规 方法 通过 渐 近 分 析 能 够 做 到 的 。 在 所 得 的 奇异 积 
分 方程 组 中 ,未 知 函 数 通 常 代表 目前 感 兴 趣 的 物理 量 。 因 此 ， 
通过 对 积分 方程 组 的 特征 部 分 的 简单 分 析 研 究 ， 就 可 能 得 到 
许多 关于 求解 方法 的 知识 。 

将 对 偶 积 分 方程 简化 为 奇异 积分 方程 的 方法 与 上 章 所 述 
的 方法 十 分 类 似 。 在 本 章 和 下 一 章 中 ， 我 们 将 通过 两 个 比较 
特殊 的 混合 边界 值 问题 来 介绍 这 个 方法 。 在 这 一 章 中 所 研究 
的 问题 将 会 导出 第 一 类 奇异 积分 方程 组 ， 而 下 一 章 所 研究 的 
问题 将 给 出 第 二 类 奇异 积分 方程 组 。 

研究 图 5 毛 示 的 四 分 之 一 平面 上 势 论 的 混合 边界 值 问 
题 。 这 个 问题 是 要 在 四 分 之 一 平面 内 确定 一 个 调和 函数 
wu(w,y), 在 这 个 区 域内 沿 着 不 相交 弧 L= Til, AM = ETM, 
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”9 Oo x 
图 5 四 分 之 一 平面 的 混合 问题 


作 害 线 ， 在 制 线 上 受到 给 定 的 法 向 通 量 的 作用 。 为 了 方便 起 
W, He>d, O<y<h RR, Besun, Mr Ho, yY>h K 
W, 1h = ua。 于 是 问题 可 以 表述 成 ; 


(7.1) 
(7,2) 
(7.3) 
(7.4) 
(7,5) 


(7.6) 
(7.7) 


(7.8) 


(7.9) 


êu, = 0, e>0, O<y<h 
Vu, =0, >o, yh 
ou/oe=0, v=0, yoo 


u,(v,0)=0, wel’ 
lim udu, /oy= fie), SEL 
yo ot 
Wy = Ue EM’, y=h 
au, /dy=du2/ay, EMM’, y=h 
lim 3:6, /0y = fa (w) = lim uu. /dy, 
yoht- ` 


y -h7 


L= > Ly, Ly, = (Gy Cx) 


1 


M= TM,  My= (hi,di) 
1 


a M 


R L AM? AIETE <e <o LMM WRI, GK Ik 
GUXIM BED ot + yoona iT 
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零 。 从 物理 上 讲 ， 这 个 问题 可 以 表示 一 个 半空 间 的 反 平 面前 
切 问 题 ， 这 个 半空 间 沿 着 y= 0,， y= FLASHEAR, N 
对 于 y=0 平面 是 对 称 的 ， 割 线 的 表面 受到 指定 的 作 用 力 。 

WE (7.3) 式 及 在 无 穷 远 处 为 正则 条 件 的 调和 函数 4 
和 :可 以 表示 成 下 列传 里 时 积分 ， 


(7.10) u wy (5 (A, (aye V+ A, (a) cos anda 


(7.11) wale, y= (2 J "Slane edd anda 


连续 性 条 件 (7.7) 式 给 出 
(7.12) A,=(A,-B)e"2 


由 (7.5) ARM (7.4 RRS (为 了 量 纲 的 一致;， 我 
们 得 到 


(7.13) lim 2f C-A (A, B) Ja cosarda 
sifi), EL 


(7.14) E uw, 


= -4f CA, + (A, = B) asinawda=0, wE L’ 
类 似 地 ， 从 (7.8) RA (7,6) 式 我 们 得 到 
(7,15) lim 3| Be-**acosanda = -1f (w), EM 
year Tjo u 


A 


(7.16) -r (es -4,) = -4f 2(B — A, )e"™ asin avda = 0 


cEM’, y= 
. 方程 (7.13) 一 (7.16) 组 成 关于 未 知 函 数 4,(a) A Bla) 
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的 一 组 对 偶 积分 方程 。 如 果 RM AT, BERR A P, 
标准 的 运算 方法 是 无 效 的。 为 了 把 方程 〈7.13) 一 (7.16) 简 
化 为 一 组 奇异 积分 方程 ， 我 们 定义 下 列 辅助 函数 ， 

(7.17) gi Gr) = uw, 0) /d0 


一 (Fy cay + (A, — B)e "Jasin arda 


li 


(7.18) ga or) = Ota (@ yh) — 24 (@,h) /oe 


Uf 


一 He - Al)e asin awda 

0<a<oo 
利用 (7.14) RA (7.16) st, WW (7.17) 式 和 (7.18) Ñ 
的 傅 里 叶 反 演变 换 给 出 


(7,19) all (Ai -B= =| g sinadi 


(7.20) alB- A) “= -| g(t) sin atdt 
u 
或 者 求解 A, 和 了 ， 我 们 得 到 


(7.21) aA, (a)= - | 9D sinardt -e| g(t) sin atdt 
Boo . M 
(7,22) aB(a)= 一 | g sinatdt = (ot + 0%) 


x| ga (i) sin atdt 
M 


将 (7.2 式 和 (7.22) HRA (7.13) RM (7.15 
式 ， 利 用 下 列 积分 公式 


(7,23) | sin atcos axe “da 
0 
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_1 t= ti 
slar t + 1 | 
并 取 极限 ， 我 们 得 到 


1 
(7,24) wha + ppg gi dt 


2 t= t+ 
+a, Gathi + eE K) 90 dt 


ony L 1 
(7.25) yh, Griy oriy od 


1 t-e we 
ar Geirhi 7° UT i h r)a odt 


1 t-e t+o 
sl, (Gz Ih + aroy aKT ) 9 tat 


=F aw), EM 


WH (7.24) 和 (7,25) 形成 一 组 用 来 确定 未 知 函 数 g 和 
2 的 第 一 类 奇异 积分 方程 组 。 很 明显 ， 方 程 可 以 写成 下 列 
形式 


(7.26) ree + [Etue Doddat = = fa) 
#=1,2 
其 中 特征 部 分 有 简单 的 柯 西 型 核 ， 剩 余 的 核 hy(w,t) 在 封闭 
区 间 工 和 以 上 是 有 界 的 。 方 程 组 的 特征 部 分 是 分 离 的 。 由 
前 节 讨 论 知道 ， 方程 (7.24) 和 (7.25) 的 基本 解 分 别 是 
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X (2) = [[CG-@)@-q) 1" 
1 


(7,27) 
X (2) = [FCG - be) d) 1? 
i 
方程 组 的 解 将 是 下 列 形式 
(7,28) g(t)=GAD KI), j=1,2 


其 中 G AG, 是 分 别 定义 在 了 和 型 be Ree 
由 于 条 件 (7.4) 和 (7.6) 被 用 于 微分 的 形式 ， 再 根据 
上 节 的 论证 ， 很 明显 ， 未 知 函 数 必 须 满足 下 列 单 值 性 条 件 ， 


(7.29) | gi(tdt=0,  k=lpen 
Ly 


(7,30) | ga(t)dt=0, k=1,,m 
My 


积分 方程 (7.24) 和 (7.25) 的 指数 分 别 是 nn 和 mm。 办 此 解 
将 带 有 n+ m 个 任意 常数 ( 见 第 5 章 和 第 6 章 )， 这 些 常 数 
可 由 条 件 (7,29) 和 (7.30) WE RAMAR g OMI 
分 别 定义 在 工 和 总 上 。 当 工 和 关 不 相同 时 ,用 任 一 种 标准 
方法 或 用 本 分 册 介 绍 的 数值 解法 求解 方程 都 不 会 出 现任 何 困 
EO, 


全 原 注 ”这 种 方法 对 于 复合 材料 力学 中 更 复杂 的 混合 边界 值 问 题 
的 应 用 ， 可 参见 艾 多 温和 格 普 塔 (Gupta)(1971 a) 、 艾 林 (Arin) 
ASR (1971) 的 工作 ， 在 沉 体 中 的 应 用 可 参见 区 多 温和 拉 FE 
(Ratwani) (1970, 1972) 的 工作 。 | 
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第 8 章 ” 由 对 偶 积分 方程 导出 
第 二 类 奇异 积分 方程 


下 面 我 们 研究 弹性 静 力 学 中 比较 简单 的 平面 问题 。 设 弹 
性 常数 为 w、4 ($=1,2) 的 两 个 弹性 半 平面 ， 沿 着 9 -h 
平面 粘 接着 。 假 设 > = 0 是 几何 对 称 平面 。 介 质 在 9 = 0 的 线 
上 含有 一 列 on HARD, = (Cr, 一 中) AL, = (4, ,0,) (6= 
1,…,%)， 并 设 割 线 的 表面 作用 力 是 已 知 的 。 参见 图 6 ， 问 
AM AMBP, vu (i=1,2,3) 表述 如 下 ， 


2 G GLA A Ov: - f 
(8.1) Vat Cit u) m (so ay )=o, @=1,2,3 

2 i 0 /Ou v \ . 
(8.2) iV at (h;t ui) sa 5s T By )=0, @=1,2,3 


SI (flys Ky) 


Sa (He.2) 
图 5 两 个 粘 接 半 平 面 的 混合 边界 值 问题 
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(8, 


(8. 


3) 


13) 


tyy (@, =h) = tiy @, =h), 一 oo<o<co 


try (@, ~h) = ti (a, — h), — oo [Lw oo 
tiy (7,0) = ti, (@,0), -co<w<co 
tày (@,0) = tå (w,0), 7 - coca <oo 
uil, ~h)=u,(@, -h), — 00 [w Loo 
| væ, -h)=0,(@,—h), | — co<w<co 
lim tå, (vy) = pil), wEL+L 
yr*0™ ` . : 
lim tly (@,Y) = P(C), eels L 
v 0- 
w,(v,0) —u,(@,0) =90, EL +h 
v4(v,0) — 0, (%,0) =0, eel’ +L 


L=, Lr, Lr= (Gx), Ly = (- Cy, — %) 
1 


其 中 Pı Ap, 是 已 知 函 数 ， ty s thy (4=1,2,3) 是 应 力 分 


量 ， 忆 是 0<e<eo，y= 0 上 工 的 余 集 。 因 为 工 是 有 限 的 以 
及 作用 力 pi 和 ps 是 静 力 自动 平衡 的 ， 当 os+g2->co 时 位 
移 分 量 w、w (i= 1,2,3) 和 它们 的 导数 趋向 于 零 。 因 为 介 
质 的 几何 对 称 性 ， 通 过 把 输入 函数 p 和 ps 分 解 为 介 画 数 和 
奇 浮 数 两 部 分 ， 问 题 就 可 以 表示 为 一 个 对 称 问题 和 一 个 反对 


中 译注 原文 有 印刷 错误 。 - 
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ill AN. ETA WA BEREE 

明 对 于 两 种 情况 组 成 的 奇异 积分 方程 组 是 相同 的 。 对 于 对 称 

问题 ， 外 载荷 具有 下 列 对 称 性 质 ， 

(8.14) pi(@) =P, -8), Pl)= -p -8), eels 
ENR BP, Meu, v 在 右 半 平 面 “>0 可 用 下 列 

傅 里 叶 积 分 表示 为 


(8.15) we = Èf hasnain,  #=1,2,3 
a i 


(8,16) wi(%,Yy) (5 bila, y) cosanda, 4=1,2,3 


把 (8.15) AM (8.16) 式 代 入 (8.1) 式 和 (8.2) 式 ， 解 
出 未 知 通 数 % Ad, PRD) (8.15) RA (8,16) 式 ,我 
们 得 到 
(8.17) uil, y) = Bacon +yAi Ve % 

+ (Aig + yA,,e sin axda 


(8.18) vey = El [Ant (Eya je 


+|- -Aat (g -9)4a] e} cosawda 
i= 1,2,3 

SOP An m Eht (Lame) W, = 3-4, 2 是 泊 松 比 ， 
45 是 “的 函数 ， 它 们 可 以 由 边界 条 件 和 连续 条 件 确定 。 由 
于 在 y= Foo 位 移 的 有 界 性 ， 我 们 有 
(8.19) Ass=0, Ag,=0, 42=0, 4,,= 
FEY = 0 和 y= -及 上 的 条 件 提供 了 确定 其 余 的 4w(a) 所 需要 
的 八 个 方程 。 FER. 以 后 ， 应 力 可 由 虎 克 定律 得 到 。 

应 力 张 量 中 特别 感 兴 趣 的 两 个 分 量 可 表示 为 
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(8.20) (1/21) thy =(2/n) | {-[ ada + ude) 
+ + (1+ B41) A ss | cad 


+] -alAat yAn) 


L 


+ +a 十 6 | e) cos asda 
(8.21) (1/2) fy = o/m | {- [e Aat yA 

+ 了 (Ki — 1)4p lee 

+ | se4。 + YA,) 


-3 (r: — 1)4, | e) sin asda 
连续 条 件 〈8.3) 一 (8.8) 式 提 供 了 六 个 代数 方程 ， 它 们 
可 用 来 消去 六 个 未 知 函 数 4u(e)。 条 件 (8.9) 一 (8.12) 式 
给 出 一 组 对 偶 积分 方程 用 以 确定 剩 下 的 两 个 函数 。 在 完成 常 
规 运 算 以 后 ， 为 了 量 纲 的 一 致 ， 再 将 (8,11) AA (8.12) 
AX oR, 我 们 得 到 函数 4,s(e) AA, (a) 的 一 组 对 偶 积 
分 方程 ， 


2 oo 
(8,22) focus —uyy=- (1+8 offe 3 
一 HG -1)4 al cosanda=0, TED 
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6 + 2° 
(8.23) Šo; =v) = -+e)7) [ads 
1 A. no we 
-3 (Ki 十 1) u| singæda=0, vE 


; - -8 -2ah _ g0 
(8,24) tim [二 T+ Be, 一 一 (1 二 2ah)e 2% - e redy 


i a Kib — ks #1(1— Pp) 
+ [et De + Xk +B)  2(1+8iB) 


i- 
FEL Frig Hatt 2a tea) 


X gn Bah ] 4 sooooda = pz- pile), wel 


("If ay, 1-8 。 
(8,25) lim vib e+ afer Cah - 1908 Lady 


“a i Bry — ks Ki(1—8)_ 
+L =p cms D e + CCR + ICES Bn) 


1 
一 ae (2ath* + ahri = 1))) 


| xea | A, jinada 3h Palt), wEL 
Hp B= ons 现在 我 们 定义 下 列 两 个 辅助 函数 ， 


(8,26) File) = FCs (@,0* ) =u (w07) Oa 


(8.27) fale) = —2-C04(,0*) - 0, (0,07), <e <o 


利用 (8,22) 式 、 (8,23) 式 、 
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(8,26) 式 和 (8,27) 式 ， 


Mts ., FMR As. Ay RRRA (8.24) 式 和 8.25) 
式 ， 我 们 得 到 


(8.28) lim |, faCtdt{"esinatcosanda | f(t) at 


yro-! 
~ -2ah ti 222 
x| e datg -2a a? h? )cos aicosarda 
A wa 


e a a 
+ EZO afe 2 "a, 一 3 - 24,ah — 2a,a*h* ) 


x sin at cos arda = + LEE p(w), wel 
“ya 


(8.29) - lim Í, fue), e* cos at WIS urea 一 f fa 
yrd L 
x | ， 6 2% (a, 一 F +2@,¢h- 2a,a*h* Jeosat sin awda 
? -zarf Gy 2p2 
+| ou 人 | (az + 5 2a,a%h ) 


T 1+«k 
x sinai singarda = -3 Bn, p(w), wEL 


其 中 


THe Kitty 一 上 2A1 
(8.30) @, = —Pi #2 dy = a 
1 Hithyu, ” 25 2u + oH) 


FE (8.28) RAI (8.29) 式 左边 的 第 二 项 和 第 三 项 中 ， 因 为 
里 面 的 积分 一 致 收敛 ， 极 限 已 经 取 到 积分 号 内 了 。 

考虑 到 f, 和 f; 的 对 称 性 质 , 即 fim) =f,(-2), 
fs(w)= 一 了 (一 %)， 算 出 积分 ， 然 后 取 极 限 ，(8.28) 式 和 
(8,29) 式 可 以 被 写成 
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(8.31) 


(8.32) 


(8.33) 


(8,34) 


(8,35) 


Lf fa 2 -dt + kCt) fi (dt 
T JLT L+ 


i-a@ 


+f Rye, t) fe (t)dé = plo ) 
EYL 


mEL+L 


1 Fat) 
sht fm +Í, LE ka (et) Filtat 


+{ _ kaal, t) fa (tdi = LEE p(w) 
GAL 1 
. ee Leh 
1 a t—% 
bled = =y (Fe a 


gah: (ft— 4) 
c(t- a)? + 4h*)}? 


40h? (12h? (ta) Ga | 
CO 8) + 4h2 ys 


. l(a 2h 


8a, ASC 4h? — 346 - €)? 
Cm)? + 4h? 38 


taad = -y ((D- 42) Grape a 


gah? (t- a) 
C(t— æ)? + 4h? 3? 


4a kêzh (to) = (t= 0)9) 
+ U=)? + 4h? 98 } 


方程 (8.31) 和 (8.32) 提供 了 确定 未 知 函 数 ff, KR 
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RBH BAL 

(8,22) RA (8.23) 式 表示 Ate SPRAY 连续 性 
而 不 是 位 移 的 连续 性 。 因 此 ,积分 方程 组 (8.51) 和 8.32) 
的 解 还 必须 遵守 下 列 单 值 性 条 件 ， 


(8.36) | ft)at =0, 人 F(t)dé =0 
k k 


'ġ=1,2, Ral n 

h->oo 时 可 看 出 fj 一 0， (8.31) 式 和 (8.32) 50 5) 
并 简化 为 无 穷 平 面 上 的 积分 方程 ， 该 无 穷 平面 上 有 一 列 共 线 
MMR. MASA, (8.31) 式 和 (8.32) 式 类 似 于 前 一 章 中 
介绍 的 第 一 类 奇异 积分 方程 组 。& = 0 的 情况 在 这 里 是 tea 
有 兴趣 的 。 当 h->0 时 能 够 证 明 ( 见 艾 多 温 1968), 由 (8.33) 
一 (8.35) 式 给 出 的 ku 中 仅仅 只 有 第 一 项 将 提供 核 ， 而 其 余 
各 项 将 趋 近 于 零 。 利 用 下 两 式 


,1 tao 
(8.37) lim S| Grate apt (as 


-1f AO 


T Jr 一 少 


,1 2hfiC) ae, 
(8.38) lim weer Cin ayt tht “di = f(z) 


= 0 的 奇异 积分 方程 组 则 变 成 
(8.39) rhe Fo. itt) edt + fo (a = 3 Pel), ee he 


t 
(8,40) 了 BO un yfia@= some), we Led 


„eein 1) a wih, ~ 1) 
Y= Haley +1) +2,(%, +1) 
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, g 1 

Me Tem, 18a, 0/2 

这 就 是 有 和 名 的 关于 两 个 症 接 半 平面 含有 一 列 分 界面 裂纹 的 克 
异 积分 方程 组 ,方程 (8.39》 和 “(8.40〉 中 的 未 知 阔 数 了 ,和 
fad 


(8.41) Fate) = -E Cus (w, 0*) = u (2,07) 


(8.42) fale) = SC 4(@,0")= (2,07) 


求解 (8.31) 和 (8.32) 形式 的 积分 方程 组 的 方法 将 在 
本 分 册 的 后 面 讨 论 。 另 一 方面 ,方程 组 (8.39) 和 (8.40) 
仅 由 特征 部 分 组 成 ， 有 着 封闭 形式 的 解 。 要 得 到 这 个 解 ， 我 
们 定义 下 列 函 数 ， 


(8,43) o(t)= f(t) +of,(t) 
(8.44) P) = (Pı ~ iP2)/Zuo 
把 (8.39) RM (8.40) 式 联 立 起 来 得 到 
(8.45) È GO) vee) = ple), ee LD 


Tt Jr 六 toe 


我 们 定义 下 列 >=4+ 人 名 的 分 段 全 纯 函 数 : 


1 f” odi 1 bide 
(8, 46) Fe) = | t~s 2ni i 


对 于 了 (2) 这 个 函数 ， 普 利 麦 吉 公 式 可 写 为 (OB He BT HE 
里 ，1953 a) 


(8.47) F*(t)- F(t) =o) 
beg p- 1 o(a)da 
(8.48) F(t) + F(t) = 击 | si 


利用 (8.47) 式 和 (8.48) 式 ， 则 8.45 式 可 表示 为 下 列 
黎 曼 - 希 尔 伯 特 问题 
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(8.49) Foy + 人 (了 MFC) = Eog ET 了 
该 问题 的 基本 解 为 f 


X (e) = [| (2 — a) = eT 


(2—0) (2+0) 720 
(8,50) | 5l (2+ @,) (2— Cy) | 
+ . 
neH 


ADAAN im XCO -1X AYA. 因为 是 齐 次 
RI- 尔 伯 特 问题 的 解 ， 它 的 边界 值 用 下 列 式 子 相互 连 系 
着 . 
(8,51) X*@)y=-CUty)/A-yIX@), scL+ L 
(8,52) N*(ay=X-(a), eel +17 
问题 的 指数 为 2%。 利 用 (8.51) 式 和 (8.52) 式 , 黎 曼 -- 希 
尔 伯 特 问题 (8.49) 的 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 解 可 求 出 为 〈 见 
第 4 章 ) 


my. XG) 1 pæd 
(8,53) PO = FS ahar aE 


2n-1 


4 DAPO 
上 上 式 中 的 任意 复数 常数 ACE, …，29- 1) 可 由 单 值 性 条 
件 (8.36) ME, (8.3 式 可 改写 成 
(8.54) hs $id =0, h, g(dt=0, 大 =1 


, s% 


例如 ， 在 ae, Ki+h=(-1, DESEASE pa 
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的 特殊 情况 下 ， 即 


a Piin _ Po 
(8.55) plie) = Bie =- Sm 


我 们 得 到 


E(2)= A X (2) + (Po/ dug )l(2—- 2685) X (2) - 1) 
(8,56) 


X (2) = Clt 1) /(2- 1) (2-1)? 
HEA A WH 3.47) 式 得 到 
(8.57) P(t) =F + fat) =CPo/2u(1+7)I 
x(G- 258, X(t), l< 

”这 儿 我 们 要 指 也 ， (8.39) RAT (8.38) 式 或 (8.45) 
式 对 于 sEL +L 像 eE 了 + 了 一样 也 是 成 立 的 ， 它 们 可 用 
来 计算 L + 丈 上 的 接触 上 应力。 于是， 由 〈8.49) (8,56) 
RA (8.44) 式 得 到 在 y=0, cel +L’ 上 接触 应 力 为 


(8.58) #3, - itè = tly — dh = dup P(t) 


= pol (t—-268))X(t)-13, itl>1 
或 
t2, — U2, = Cpe (t—- 2485) /( — 173 
(8.59) 
x Ceost +esint] — Po 


r=folac(t t/t DI, ltI>1 

本 章 介 绍 的 方法 对 于 国体 力学 的 更 复杂 问题 中 所 出 现 的 对 偶 
积分 方程 的 进一步 应 用 可 参见 艾 多 温和 奥 兹 伯 克 (1969)、 
奥 兹 伯 克 和 区 多 温 〈1969)。 艾 多 温和 格 普 塔 (19714，b) 
的 工作 。 第 二 类 奇异 积分 方程 的 理论 在 穆 斯 海 蝶 什 维 时 
(1953 a) 的 著作 中 有 详尽 的 介绍 ， 它 的 应 用 可 在 穆 斯 海 蛙 什 
维 里 〈1953 b 和 加 林 [ (Galin) ，1953] 的 著作 中 找到 。 
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Li 


在 下 列 更 加 一 般 形 式 的 对 偶 积 分 方程 组 中 


a 2 
(8.60) lim |" Jayla, AKo las) da fa) 
1 


«EL, %4=1,2 
ne (@) = (2/m){ ACarkaye)da=0 
(8.61) ° 
eel’, %=1,2 
k,= cosas, k, = sinas 
假设 输入 函数 S RAA os 具有 相同 的 物理 量 纲 ， 求 出 
(8.61) 式 的 反 变 换 并 代入 (8.60) 式 ， 我 们 得 到 


(8.62) tim Í, wo aj(a,yha,e)k;(a,tda 
v> 


= file), we DL, %t=1,2 
要 分 离 出 可 能 的 奇异 项 ， 必 须 考 察 权 函数 wy(a,y) MF a 的 
KE ly 的 小 值 ) 的 渐 近 性 质 。 设 (Qa,y) ERU, y) 


对 于 大 的 “ 值 渐 近 展开 式 中 的 首 项 。 在 物理 问题 中 ，0%; 通 
常 是 这 样 的 形式 
(8.63) Gla y) = dye", 4,9=1,2 


其 中 dy 是 个 常数 ( 它 可 以 为 零 )。 根 据 (8.63) 式 ， 则 (8,62) 
式 能 修改 成 


2 DO 
(8.64) tim |, Da dute,eta, da 
got td Ly 


2 Oo 
+| wa Cala, 0) — dig JRC 0,9) 
S 0 


4 
ai 


x kla, t)da= fŒ), woEL, i=1,2 
在 上 式 第 二 项 中 因为 一 致 收敛 ， 极 限 被 放 到 积分 号 里 面 去 
了 。 在 (8.64) 式 中 ， 里 面 的 积分 对 于 闭 区 间 (8= 1,…,n， 
了 = ZYL) 内 所 有 的 4 和 # 都 是 有 界 的 。 设 


(8.65) Ko =| Cay(a,0) ~ dudka, odka, fda 


在 第 一 项 中 ， 里 面积 分 可 计算 出 为 


+- t+a 
Gina | 


(8.67) | e "eosawcosalda = -) y 
0 


[azar 


2 
+ 二 | 
(8.68) [erersinarsinatda=-)-| 075 
e ` É 2 (t-#)? +y? 
ee: A ‘ 
CHETA 4 
把 上 述 结果 代入 (8.640 式 的 第 一 项 ， 取 极限 ， 并 定义 下 列 
奇异 核 ， 则 我 们 得 到 


SC, t) = 828,1) =F- e) 


1/ 1 1 
(8.69) sed = 了 (+ ) 


, 1) = 1 1 
sa) = 5 (- poe} Fee ) 


2 


(8,70) L| Casse, + Kale, i) u(t)adt = far) 


EL, =1,2 
假使 有 关 的 积分 变换 是 汉 克 尔 Hanke) 变换 。( 例 
如 ， 在 用 平行 平面 限定 的 区 域 中 轴 对 称 的 混合 边界 值 问题 )， 
核 io) 是 yz)。 在 这 样 的 情况 下 ， 把 对 偶 积 分 方程 
组 简化 为 奇异 积分 方程 组 的 方法 几乎 与 本 章 中 介绍 的 方法 相 
同 ( 见 交 多 温 ，1966; 艾 林 和 艾 多 温 ，1971)。 
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第 9 章 对 偶 级 数 - 积 分 方程 组 


前 面 几 章 我 们 讨论 的 问题 都 是 这 样 的 类 型 ， 即 它们 的 混 
合 边 界 条 件 不 是 在 一 个 有 限 范围 就 是 在 一 个 无 限 范围 内 给 
出 。 因 此 ， 利 用 特征 函数 展开 式 或 积分 变换 ， 问 题 可 以 通过 
一 组 对 偶 级 数 方程 或 一 组 对 偶 积 分 方程 表述 出 来 。 在 某 些 问 
是 中 ， 有 既 含 有 对 侦 级 数 方程 又 含有 对 侦 积 分 方程 。 在 这 一 章 
里 我 们 将 讨论 通过 一 组 对 偶 级 数 -积分 方程 表述 出 来 的 混合 
边界 值 问题 。 然 后 将 这 组 方程 化 简 为 一 个 奇异 积分 方程 。 这 
个 问题 还 可 以 作为 应 用 上 章 所 述 方法 的 一 个 例子 ， 这 种 方法 
就 是 通过 渐 近 分 析 分 离 出 核 的 奇异 部 分 来 。 

研究 一 根 无 限 长 的 弹性 轴 扭 转 问题 ， 这 根 轴 联接 (或 冷 
缩 配合 ) 在 具有 不 同 弹性 常数 的 宽度 为 有 限 的 弹性 圆 盘 上 。 
RET, Bee = 0 是 几何 对 称 面 ， 所 有 的 外 载荷 沿 着 9 方向 
以 轴 对 称 的 方式 作用 着 。 设 (7,z) W u,e) 分 别 为 轴 和 
圆 盘 的 位 移 向 量 的 0 方向 分 量 。 暂 不 管 两 种 材料 之 闻 的 结合 


图 7 被 固 接 在 不 同 材料 的 圆 盘 上 的 圆柱 体 之 扭转 
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问题 ， 假 设 圆 盘 和 圆 轴 在 外 力作 用 下 的 扭转 问题 已 经 分 别 被 
Ro Burro) (i= 1,2) 是 对 应 于 这 些 解 的 位 移 ， 并 记 


(9.1) f@)= ~-2-cud(a+ 0,2) — ufa- 0,®)) 

一 0C<<X<C 
于 是 最 后 的 解 将 是 vd+w (=1,2)， 其 中 力 和 是 由 下 
列 微 分 方程 和 边界 条 件 、 连 续 性 条 件 得 到 的 位 移 : 


aru 1 Ou; Uy atu _ 
(9.2) or? r ar 一 r? ar? =0, 
d=1, <a, 4=2, r>a 
(9。3) tè (r, ¥b)=0, roa 
(9.4) th (@,0) =0, je] >e 
(9.5) t2 (@,¢) =0, e<le{ <b 


(9.8) -S tu (@40,0)—1,(a-0,0)9= f(a), —e<a<e 
(9.7) th (Gm) =1 (Qs) = ple), -e<er<e 


(9.8) f 2ra plæyde =C 
-0 


在 把 问题 公式 化 中 假设 接触 面 的 轴 向 长 度 2 小 于 圆 盘 的 宽 
BE 2b, c= 5 是 特殊 的 极限 情况 。 这 里 fw) AEA E 
数 ，p(w) 是 (未 知 的 ) 分 界面 上 的 切 应 力 ，C 是 圆 轴 传 递 给 
图 盘 的 扭 和 您 。 应 力 向 量 的 两 个 不 等 于 零 的 分 量 为 
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(9.9) th mnà EE-E), th =u SB, i=1,2 
其 中 ui Ao 分 别 为 圆 轴 和 圆 盘 的 前 切 模 量 。 
因为 "= 0 是 几何 对 称 平面 ， 记 
fæ) = f (a) + fala) 
(9,10) fi (@) =i fæ) fC -2)3/2, 
fac) =Cf(a) + fC -#)I/2 
解 可 以 表示 为 对 称 解 与 反对 称 解 之 和 ， 对 称 解 wi(7,#)= 
Wr, -@)(@=1,2), ple) = p(-«@), 由 (9,1) 式 一 (9.8) 式 利 
用 输入 函数 fi) 和 C 而 得 到 ， 反 对 称 解 ure) = - u(r, 
—@)(@=1,2), piv) = 一 Pp( 一 4) 则 是 利用 输入 函数 (1) 及 
C=0 而 得 到 的 。 
对 于 圆 轴 和 图 盘 分 别 满足 在 >=0 和 ”= co 正则 条件 的 
方程 9.2) 的 解 可 表示 为 


co cos 
(9.11) wy (r,e@) = emf A(a)I, (ar) | (ax)da 
o sin 


co cos 
(9.12) wary) = 》 B,K, anl (ant) D 
1 sin 


Hep wR 4(a) 和 常数 B, PERM, RAAE Aa 
对 应 于 对 称 问题 和 反对 称 问 题 。 由 (9,3) 式 、(9.9) 式 和 
(9.12) 式 我 们 得 到 

和， (对 称 问题 》 n=1,2, e 


(9,13) an = 
((2n~1)7/2b, (反对 称 问题 ) n= 1,2，… 


ORE MAK 分别 为 序 工 的 第 一 类 和 第 二 类 修正 贝 塞 尔 函 
数 。 


E 
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根据 (9,11) 式 、(9.12) 式 及 9.9) 式 ， 边 界 条 件 (9 .4) 
一 (9.7) 可 以 表示 为 


一 Sn 人 
(9,14) lim EBs K, (ag) 


reat 


COS a, 
— sings fœ) 
— lim ay A(a)al , (av) da= 
roan o T COS at Ff.) 
jæ] <e 


(9.15) 2u Faarao laz 


sin av 


COS Ont 
= -nE Booty Ka (ay) 十 p(a) 


sin a, 
jal <e 
2p, cosa») | 
(9,16) aan A(a)al, (aa) da=0, ja{>e 
(sin ax! 


o { COS apa 
(9.17) = Hs D Batak 6a) =0, ¢<jo|<b 
1 


sin wy 
对 偶 级 数 -积分 方程 (9.14) 一 (9.17) 可 以 很 容易 地 被 简化 
A HS pa) 的 奇异 积分 方程 。 首 先 由 (9.15) 一 (9.17) 
式 我 们 得 到 


a 1 c cos at 
(9.18) aA(a) aT ay JP ; dt 


B 2 o COS Ot 
(9,19) a, =- Ra | 2 dt 
于 是 , 把 (9.18) HK. (9.19) HARA (9.14) 式 , 并 利用 
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P(t) 的 对 称 性 质 ， 我 们 得 到 


。 1 fe n 
(9.20) lim ai, pladt 2 ee r) sina, (t- v) 


r n0) 
. 1 fe I, (ar) 
+ Tim | ar peta | > T,( gay Sa G- tda 
~- fi), f 
= || <c 
~ fŒ), 


对 于 上 式 中 出 现 的 o (9.13) 式 仍 然 有 效 。 

对 于 #=2 在 9.20) 式 中 的 核 是 发 散 的 。 为 了 分 离 出 
核 的 奇异 部 分 ， 在 〈9.20) 式 的 第 一 项 我 们 设 +=4+e, 在 
第 二 项 设 "=4- ee， 其中。 是 一 个 小 的 正常 数 ， 注意 ， 对 于 
KÉJ a 和 w" 值 ， 权 函数 有 下 列 渐 近 性 质 : 

K ,(€a,@+a,€)/K ,(a,%) ~e nm, 

I (aa~ oe)/T, (oa)~e 

我 们 把 9.21) 式 与 0.20) KPMRA SOR. A, 
利用 下 列 关 系 式 计算 出 奇异 核 


(9.21) 


(9.22) lim | pat [ere sin acta da 
ar 0 


=|" DAG-ad 


(9.23) yie "sin An = sind/(2(ch 8- cosd) J 
Ż . 
利用 (9.22) IA (9.23) 式 ， 则 (9.20) 式 可 表示 为 


人 
(9.24) L, jog + aby, 


te (ote (r(t~%)/2b) ) 
x | ptt) dt 
“6 cse (nr(1— @) /20) 


c (- fi, 
- +f PDE, &) di =] æ) lal<e 
7 Z Hia), 
(9.25) (t,w) = ir TAE- 1)sina(i~oyda 


By K, Ca n@) . 
+ Dus Ga Cua) 1 )sina,(t—%) 


上 式 给 出 的 核对 于 闭 区 间 [~c,c1 上 的 所 有 + 和 2 都 是 有 界 
的 ， 由 于 是 一 臻 收敛， 极限 可 以 放 进 积分 号 和 求 和 号 里 面 。 

对 于 5>6，(9,24) 式 第 二 项 的 核 有 一 个 1/(1~-%) 形式 
的 奇异 性 ， 因 此 (9,24) 式 是 前 几 章 已 经 讨论 过 的 简单 奇异 
积分 方程 。 在 6= 2 的 极限 情 涡 下 ，(9,24) 式 第 二 项 的 核 在 


i-%= 干 20 像 1=% 一 样 是 无 界 的 。 于 是 ， 分 离 出 奇异 部 分 ， 
这 些 核 可 以 表示 成 


o te Se (t-@) 


_i 1 a 
M4 ino H Hz ) + hula,t) 
(9.26) 


en CSC y jo (t-e) 


_t 1 - 1 1 on 
= i( tim tl ina, LACR 


2 =8— 2C, 2,=U+ 20, — 38e Lz, Le, CLZ <3e 


Hop k, 和 zs AKC -c, GABAR. E 0.20 A 
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代入 (9.24) 式 ， 对 称 问 题 的 积分 方程 出 变 为 


(9,27) #| pny lg 244 Jat= F(a) 


i- 2, t-z 


-eUe 
其 中 4= ICA + Ho) 


F(@)= — hug? (@)- 外 上 oo +k, (a,t)| n(t)at 
AAA ESRR, p 是 可 积 的 ， 所 以 Fo) 在 闭 区 河 
[-¢,¢] 上 是 有 界 通 数 。 

HERBER, OE t= Fe 有 可 积 奇异 性 ， 它 能 表 
示 为 《 见 穆 斯 海 里 什 维 里 ，1953a， 第 四 章 )， 


G) (tJe? 
(9.28) P(t)= 7 = Go aso? 9 |t] <c 


Erh y=a+48, 0<a<i, g(t) FEA I -eK 上 满足 苗 
m (Holder) R, -ey BE -eie E EE 
化 的 任 一 确定 的 分 枝 。 研 究 下 列 分 段 全 纯 函 数 ， 


t 
(9.29) goif PO a 


=| - ge dt 

T nje Œ- +e) G-a) 

根据 穆 斯 海里 什 维 里 的 著作 (1953 a, # WE), ew Toe) 
在 端点 天 近 傍 的 奇异 性 质 以 后 ， 它 可 以 表示 为 


-ICO ed 
(9,30) (2) = (26) Sinry (2+e)7 


gfe) 1 
T Oo sinny (2~0)Y + bo(2) 
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除了 端点 二 ec 外 ， 函 数 %o(2) 在 其 余 各 点 都 是 有 界 的 ， 它 在 端 
点 附近 具有 下 列 性 质 ， 

(9.31) |bo(z)|<O,/[z-¢,(% , b=1,2, «oLa, ¢,= Fe 
其 中 心 Mla, 是 实 常 数 。 特 别 地 ， 对 于 2=%，~ Cc<s<c， 
我 们 有 

(9.32) go) = PAE 


_g(-¢) gry ge) e? ctg ny 
~ (26)? (a+e)? (20° (w-0)” 


+o), —e<a<e 
在 端点 附近 ，9 (2) 为 


(9,33) o*(@) = e*(m)/|@—e,|% 9 k=1,2, Qo Ka 


C,= Fe 
Hod. *(@)(4=1,2) 在 端点 2= Fe 及 其 近 傍 满足 赫 尔 德 
注意 ， 点 zi 和 点 zs 位 于 割 线 -~c<ew<c 之 外 。 因 此 ， 在 


2, 和 2: Ao PODERA, TURRA 


-C iY 1 
(9.34) ber) = Gr y GO the 


K0 1 一 1 1 
(2c)7 sinry = (e~2)7 tb, CB 20) 


gl) 1 1 , 
(20)” ginny (za=¢6)” + bo (22) 


(9,35) o(22) = 一 


=~ "(20)" smry (+a) 


Meo, 在 z1 = -e UWE SRR oO. 在 2: =2 近 HA 
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_ JO l 1 


+w +20) 


质 由 (9,31) 式 给 出 ， 在 割 线 的 其 余 各 No. Mo: 是 有 界 
的 。 

将 (9.29) 式 、(9.32) HY (9.34) 式 及 (9.35) 式 代 
A (9.27) A, 我 们 得 到 


IC-c) cgay _ gle) ctg ny . 
(9. 36) (20)” (e+e)? (2Y te- ay? tO (@) 


gC(—c) 1 a , 
+A sinry (¢-a)* + Ag (@= 20) 


ota snap ray + Ags (a + 20) 

= F(a), |a|<e 
这 里 我 们 想起 (9.27 ) 式 是 表示 对 称 问 题 的 , 即 Ct) = pC t), 
或 g(t) = g(t)。 利 用 对 称 的 性 质 并 注意 到 在 i= Fe 点 ， 
gt) #0, H (9.36) 式 首先 乘 以 (+o)"， 再 将 = 一 2 代 
进去 ， 然 后 乘 以 〈c- o)7*， 将 =e 代 进去 ， 我 们 得 到 


ghey 4 Ye 
(20)? ( ctg ny- sinny )=0 


一 4 


或 
(9,37) COSTY =A 
由 (9.37) 式 看 出 ， 奇 异性 7 MRL ML, HE 0<Y< 去 
Wo A 的 范围 是 0<1= aa +az)<1。 有 名 的 极限 情况 是 
LU/ =}, Y=1/2 以 及 AH/ = 0 Ay, Y=. 

在 反对 称 问 题 中 ， 由 (9.24) 式 和 (9.26) 式 得 到 ，(9.27) 
式 和 (9.36) 式 左边 4 的 符号 将 是 负 的 ， 右边 将 用 另外 的 有 办 
MARE. WHE, RRP pc) = -p - 1) ge) = 
~ 0( -0), 仍 然 指定 (9.37) 式 作为 Y 的 特征 方程 。 如 果 Oc, 
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RANG AOR BAC AD SERB SD A/a (t—-&), RA FS 结 
沦 ， 在 对 称 问题 和 反对 称 问题 中 ， 积 分 方程 9.27) 的 特征 
部 分 将 仅 有 简单 的 柯 西 核 1/(t-w)。 在 这 种 情况 下 ， 根 据 
(9.27) — (9.37) 式 的 分 析 ， 代 替 (9.37) 式 ， 我 们 得 到 7 
的 特征 方程 

(9,38) ctg my =0, y=} 


这 是 一 个 著名 的 结论 〈 见 第 4 章 ) 。 

对 于 c=0 可 以 看 出 ， 由 (9.27) 式 给 出 的 奇异 积分 方 
程 的 特征 部 分 并 没有 标准 的 柯 西 型 奇异 项 。 在 这 种 情况 下 ， 
解 的 基本 函数 (fundamental function) 为 
(9,39) w(a) =(¢?- s?) 

其 中 实 常数 y 是 参数 4 的 函数 ， 而 4 出 现在 特征 核 的 附加 项 
中 [ 见 (9.27) AM (9.37) 式 ]。 这 是 特殊 情况 的 一 大 类 奇 
异 积分 方程 ， 我 们 将 在 下 章 讨论 。 
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第 10 章 具有 广义 柯 西 核 的 
奇异 积分 方程 


通过 变量 变换 并 利用 对 称 条 件 p(t)= p(- t), (9.27) 
式 可 以 表示 为 
(10.1) FO Ear -A 2c -rA xe! 

= F(a), jæ] <e 

(9.27) 式 给 出 了 上 章 所 讨论 的 对 称 问题 的 奇异 积分 方 程 的 
ERS. (10.1) 式 中 特征 核 的 主要 特性 是 ， 除 了 柯 西 型 
奇异 性 1/(t 一 2)" 外 ， 它 还 含有 这 些 项 ， 当 1 和 4 同时 趋向 于 
端点 TC 时 这 些 项 将 是 无 界 的 。(10,1) 式 是 一 般 类 型 奇异 积 
分 方程 中 的 一 种 特殊 情况 ， 这 类 奇异 积分 方程 具有 下 列 形 式 
的 特征 部 分 : 


K J 
(0.2) EPa TE- 00) 


~ (w- a) e's ] + 5 Sdn- ey 


r=0 g=l 


ar yet _ 
x Gar | G= 5) = (b= ayer | }f (Dat= Fw) 
aceb, ALOLT, j=l, 


一 T< os<T，8= Lyon 人 
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为 了 简 音 起见， 假设 42 Ashi — BS, co. yy 和 :是 
已 知 的 常数 ， 三 (z): 或 者 是 一 个 满足 苗 尔 德 条 件 的 已 知 函 数 ， 
或 者 除了 已 知 函 数 外 ， 它 还 包含 具有 弗 雷 德 霍 姆 核 的 积分 方 
程 的 一 部 分 。(10.2) 式 左边 给 出 的 核 称 为 广义 柯 西 核 。 这 
个 核 中 的 第 一 项 有 一 个 简单 的 柯 西 型 奇异 性 。 第 二 组 中 的 项 
对 于 开 区 闻 (a, b) 中 的 wm 和 + 的 所 有 值 都 是 有 界 的 ， 4 x 和 
i 同时 趋向 于 端点 & 时 它们 趋向 无 穷 大 。 类 似 地 ， 第 三 组 中 
的 项 在 开 区 间 (a, dD 中 是 有 界 的 ， 而 当 w Mi 同时 趋 向 于 
端点 5 时 则 是 无 界 的 。(10.。1) 式 给 出 的 特征 核 可 以 从 (10.2》 
式 中 仅 保留 三 项 cs = 1， c= 一 人 4( 取 01=7)，do1 = -À (R 
©, =0) MA Co 0, Cys #0 (8=0,1,2)， 0;=7 和 dys=0 
的 核 在 这 样 的 混合 边界 值 问题 中 可 以 遇 到 ， 即 含有 裂纹 的 非 
均匀 介质 的 混合 边界 值 问 题 ， 而 裂纹 端点 终止 在 两 种 材料 的 
分 界面 上 。6。= 0,0;= F7/2 [例如 ,对 a=0 的 核 i/(t?+w?) 
Ale/(? +e), t>0, e>0 的 情况 在 四 分 之 一 平面 的 混合 
边界 值 问 题 的 公式 中 出 现 。 积 分 方程 (10.2) 的 一 种 特殊 情 
况 最 近 被 比 克 纳 (Bueckner，1966) 和 比尔 曼 (Bierman, 
1971) 用 遂 数 论 方法 解决 了 ,在 这 一 章 我 们 要 研究 方程 (10.2) 
的 解 在 端点 附近 的 奇异 性 ， 并 找 出 基本 解 。 积 分 方程 的 数值 
解法 将 在 13 章 中 讨论 。 

根据 穆 斯 海 里 什 维 里 (1953 a) 的 有 关 结 果 ， 设 (10,2) 
- 式 中 的 未 知 通 数 SORA MDA TR RE, eH 
表示 为 

rip 
f= Gz Mme = Gaal 
(10.3) a<t<b 
a@=@,+4b,, B=a,+4b2., 0<a,<1, k=1,2 
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共 中 g(t) te ath 中 满足 赫 和 尔 德 条 件 ，(t- @) a- 的 7 
是 在 4<t<5 上 连续 变化 的 一 个 确定 的 分 枝 。 研 究 下 列 分 段 
TARK 


1p fdt iaf ge" dt 
(10.4) COREAN = | (t—a)*(t— bG- 2) 


t-z 7 
应 用 穆 斯 海 里 什 维 里 (1953 a， 第 四 章 ) 介绍 的 方法 ， 可 以 
考察 端点 4 和 2 附近 #8(z) 的 琳 异 性 质 ， 而 且 函 数 可 以 被 表示 
为 


g(a) eta 1 
(b-a)! sinna (z-4@)* 


(10.5) $G) = 
g(b) 1 1 

~ -at sinr G- b)’ talz) 
其 中 函数 %o(2) 除 了 端点 外 处 处 是 有 界 的 ， 而 在 端点 附近 
(10.6) Jo) 1 <Os/ |2- 0r], dr<ap, C= (4,b),k=1,2 
Dy 和 dy(8=1,2) 是 实 常数 。 

Ril FA BS A Be AK 

(10.2) 式 中 的 第 一 项 可 以 表示 为 
1 of _ £0964) 


Tja ~ 


a<a<b 


(10,8) 


te na 
taa (b-a? CE TA aya 


: b 
~ otg rp iss toile), a<e<b 
其 中 ， 在 端点 的 附近 
(10.9) pw) = 1,(v) / [a —- epis 
dy Lap, Ce= (,b), k=1,2 
pix 在 端点 4 FAY O KEUS E OR EEE Fo 
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为 了 研究 0.2) 式 中 第 二 组 和 第 三 组 的 性 质 ， 我 们 定 
义 下 列 复 变数 〈 见 图 8 )， 
(10.10) @+(a-aye™s =2 b+ (b- mela = zy 
由 图 8 可 看 出 ， 当 mw RR C= (a,b) EREN, 21 和 a Æ 
HAH 0 Mo EM MAL ML, kB. 很 明显 ,由 
G0.) SRE. AY BRK (2) FE 2 = 215 A 2 = 2s 是 全 纯 的 , 即 除 
EN ME Fo =o 和 w=5 的 端点 zuy=4 及 %。=2 了 外 ， 在 上 ;和 
los 上 是 全 纯 的 。 研 究 下 列 积分 ， 
1000 phe iea a eae aaa 

=C0p (21;), a<wo<b 


图 8 Rar RAR HRT NARS 
因为 oll) 除了 在 ,=a=4 外 处 处 是 全 纯 的 ， 在 这 一 点 附 
近 (10,5 式 给 出 


> via -iĝa 
(10,12) CuCu) = re CE 


+EP) 


在 端点 4 的 附近 ， 函 数 4 .的 性 质 由 〈10.6》 RAH, A 
数 在 其 他 点 是 有 界 的 。 类 他 


(10. 13) ifa os fou = dy sPCrs) 


dosg(b) 6 iveF 
~ -asinn (b-@)* + FY, (295) 


EWA OUTAGE, Fa 也 由 《〈10.6) 式 给 出 。 
为 了 得 到 其 余 项 的 表示 式 ， 我 们 注意 ， 


(10,14) if C(t- a)" Ss: ~ ai 


që 
= c0- 0) "Tn 623) 


=0(—1)"ala +1) (a+h—1) 
gajet Pa bal o 
(b-a) sinna (2 —@)* T 


be lyr, K 


» 


x 


Fi Cy) 


(10.15) of drs(b— oq 元 rat 


= dre(0 2) pen) 


= “tate “(B+r—y 
gb) ei ny 
(b- icing “Cb: wy? + FE, 2s) 
r =], R 
将 (10.8) 式 和 00.12) — (0.15) RRA (10.2) 
式 ， 我 们 得 至 ij 


Ko 


Vy ”90) 1i. 
(10.16) - (b-a sinne (wc afe Cosma 


J 


K J 
+ dcoe™ T+ > ， > ,cx 一 ] Jala + DEZE 


1 Ke lgjel 


ix w- 9) 1 
x(a+k~ 1) |- 


s R 8 
x [e.cosné + Ddose 8 + SO D drb 
1 1 1 


K J 
x(B+r- penisa | taw + L FY 


0 1 


ROS 
+D FEC) = Fw),  a<e<b 
0 i 


由 (10.3) shee A SC) 的 定义 及 假定 了 在 6 和 53 有 可 积 
奇异 性 可 以 乔 出 ，g(4) +0, gO) 40, THERE 


lim (~ ¢,) rF (æ) = 0 


Bey 


lim (w - Cp) bP eal Zien) =0 
wey 


k=1,2; Y1=0; Y=; C1 =a C2= 0 m=0,1,:K,R; 
n=1, A, Sa H 00,10 式 我 们 得 到 


J 
Ca Cosma + Y Cot TD 


K J 


+ 》， > ,cxzi( Vala ti) (ath 1)eixtz -ef) = 0 
1 1 
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8 


(10,19) c cosmB + > dow e 
l 


R 8 


+$ dd rsB(B + 10+ (BH r— 1)e 48 = 0 
1 i 


(10.18) RAI (10.19) 式 提供 了 用 来 确定 未 知 常 数 c 和 8 
的 特征 方程 。 知 道 了 a 和 8 后， 具有 广义 柯 西 核 的 积分 方程 
(10,2) 的 基本 解 可 以 表示 为 

(10,20) wt) = (t-a) "0-1? 


WRB, MFMREn PPAR AIO ML = SL, 而 不 
是 实 轴 上 的 有 限 部 分 b AY — ARI RL, FAR HE Sp TT A 
以 得 到 它 的 基本 解 。 
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第 11 章 第 一 类 奇异 积分 方程 
的 数值 解 


下 列 形式 的 奇异 积分 方程 组 


M Mf 
ALD Langit) + | D upada- 
1 1 


M 
+| EG DG d= Flt), tE L, 
1 


i=1,, M 
已 经 被 广泛 地 研究 过 了 Him, MBR ENEE 1953a; 
MERK 1966) 。 在 方程 〈11.1) 中 假使 如;= 0 即 方程 组 仅 
由 特征 部 分 组 成 ,通过 将 方程 组 简化 为 黎 曼 一 希 尔 伯 特 问题 ， 
则 可 以 很 容易 地 得 到 该 方程 组 封闭 形式 的 解 〈 见 第 4 章 、 第 
6 章 和 第 8 章 ， 也 可 以 参见 第 12 章 )。 齐 次 黎 曼 一 希 尔 伯 特 
问题 给 出 基本 解 和 矩阵。 对 于 非 齐 次 方程 ， 利 用 基本 夭 阵 将 方 
程 组 简化 为 分 段 全 纯 函 数 矩 隆 的 简单 边界 值 问题 ， 丛 而 解 出 
非 齐 次 方程 。 在 h(i,T) AON, 假设 已 知 方程 组 的 
基本 和 矩阵， 标准 的 方法 就 是 将 奇异 积分 方程 正则 化 ， 也 就 是 
i, PARROT BAA HAR SFO BEB 
HEA. RERESET ANENE RER (1953 a) 
介绍 的 伴随 奇异 算 子 法 ， 或 者 用 卡 利 曼 CCarleman) 和 维 
后 阿 (Vekua) 方 法 ,在 卡 利 龟 和 维 古 阿 方法 中 将 含有 Ar(t,z) 


rl 


的 积分 看 成 是 输入 部 分 ， 就 可 以 得 到 特征 方程 组 的 解法 〔 见 
维 古 阿 1967; MÆR 1966)。 

在 实际 应 用 中 ， 且 不 说 寻找 第 二 类 奇异 积分 方程 组 的 基 
本 和 拖 阵 有 多 人 么 困难 ， 就 是 由 正则 化 作出 的 礁 奇 择 核 对 于 有 效 
的 数值 计算 来 说 也 就 够 繁 的 了 。 由 于 这 个 原因 ， 以 下 儿 章 我 
们 将 介绍 如 (11.1》〉 形 式 的 奇异 积分 方程 组 和 上 共有 广义 柯 西 
核 的 奇异 积分 方程 组 的 某 些 数值 解法 。 这 些 方法 的 主要 特点 
是 在 数值 分 析 中 ， 未 知 函 数 的 奇异 性 在 使 用 实际 的 基本 秆 阵 
的 整个 过 程 中 保持 不 变 。 

在 介绍 数值 法 时 ， 我 们 将 假定 积分 方程 的 基本 变量 1 和 
t 是 实数 ， 以 及 线 虐 由 一 条 弧 组 成 ， 该 弧 可 以 被 规范 化 来 履 
EKR (~ 1，1)。 因 此 ， 奇 异 积分 方程 组 的 指数 可 以 为 
k= -~1， 这 意味 着 未 知 函数 庙 在 端点 于 1 是 有 界 的 ， 而 上 = 1 
意味 着 函数 $; AT IANA ARE, «= 0 意味 着 函数 在 一 
个 端点 是 有 界 的 ， 而 在 另 一 个 端点 有 可 积 奇 异性 。 我 们 将 仅 
介绍 <= 于 1 的 数值 解法 ， 一 方面 是 因为 有 关 正 交 多 项 式 的 
大 量 研究 可 提供 很 有 价值 的 应 用 ， 另 一 方面 是 因为 在 实际 癌 
题 中 我 们 经 常 地 遇 到 它们 。 


11.1 *= 一 1 的 第 一 类 奇异 积分 方程 


我 们 研究 奇异 积分 方程 组 (11.1)， 其 中 系数 cy SER, 
by REWER, ky 不 含有 弱 奇 异性 ， 但 可 以 有 带 常 系 
数 的 对 数 奇异 项 ， 而 且 假 设 可 以 被 分 割 出 来 。 于 是 我 们 有 


他 原 注 “本章 和 第 12 章 取材 于 作者 199 的 论文 ， 在 此 仅 作 了 
一 点 修改 。 
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1 mM . dr 1 N 
aD | E aor Eewo lnr- tld 


+| kut, b(n d= fit) 
| b=1,, M, -1<t<1 

其 中 矩阵 by TERR AY, by 是 已 知 的 且 在 闭 区 间 - 1<, 7) 
<1 上 是 有 界 的 ，f; 是 满足 赫 尔 德 条 件 的 给 定 函 数 

FD- F KAri , Kul, ~1XC,1)<1 
4 人 =1… 开 ) 是 任意 常数 。 研 究 11.2 的 每 一 个 方程 的 
特征 部 分 ， 对 于 Oy Ct) = Eip) 的 基本 函数 可 以 很 容易 地 
确定 为 《 见 第 4 章 一 第 6 章 》 
GLD XY) = Q-A k GAHR 

| hy’ Ag = 0, F1 
任意 整数 h . 1,” 可 以 通过 gi(1) HEF 1 的 奇异 性 质 的 物理 
意义 来 确定 。 假 使 必 在 于 1 是 有 界 的 ， 或 者 虽 是 无 穷 大 但 是 
可 积 的 ， 我 们 有 
- 1<7+h <1, ~ 1<- A< 
方程 相应 的 指数 - r tA”) =, RA - 1,01. TE, 
假使 函数 在 王 1 是 有 界 和 的， 且 具 有 相同 的 性 质 ，*= - 1， 
基本 通 数 是 
(11,4) X(t) = (1-0)? 
在 这 种 情况 下 ,方程 组 的 解除 了 满足 方程 组 (11.2) 外 ， 

它 还 必须 满足 下 列 相 容 性 条 件 ， 


(11.5) | [re -| ， (butte teuln [t= rl b(t dar | 
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x -0 k=1,+,M 

为 了 介绍 奇异 积分 方程 的 近似 数值 解 ， 本 章 和 下 面 两 章 
的 主要 内 容 是 ， 在 奇异 积分 方程 $= 了 中， 是 含有 柯 西 
型 奇异 性 的 算 子 ，$ ERMAR, J 是 已 知 函 数 ， 我 们 知道 
(参见 穆 斯 海里 什 维 里 1953 a) 少 可 以 表示 为 方程 的 基本 函 
RX 与 一 个 在 所 研究 的 闭 区 间 上 是 有 界 的 函数 的 乘积 ， 即 
$= 于 g。 一 般 讲 来 ， 这 个 有 界 函 数 9 不 能 确定 为 封闭 形式 
的 。 但 是 应 用 另外 的 奇异 算 子 (通常 是 K 的 伴随 算 子 ) 将 
奇异 积分 方程 正则 化 ， 所 得 的 弗 雷 德 替 姆 积分 方程 就 可 以 用 
来 确定 9g。 一 般 地 ， 由 于 化 为 奇异 积分 方程 的 问题 的 物理 性 
质 ， 函 数 g 是 连续 的 。 于 是 9 可 以 表示 为 一 组 已 知 函 数 的 无 
穷 级 数 ， 这 些 函 数 在 给 定 的 区 间 上 是 正 交 的 ， 问 题 的 解 可 以 
形式 上 简化 为 级 数 中 未 知 系 数 的 一 组 无 穷 个 代数 方程 而 不 是 
弗 雷 德 置 姆 积分 方程 。 

在 本 分 册 介 绍 的 数值 方法 中 ， 通 过 选取 与 基本 HRY, 
有 关 的 正 交 多 项 式 作为 级 数 展开 式 中 的 完备 系 ， 奇 异性 是 容 
易 被 消除 的 。 通 过 加 权 剩 余 法 将 积分 方程 简化 为 一 组 无 穷 个 
代数 方程 ， 于 是 未 知 系数 就 得 到 了 确定 。 

我 们 注意 到 ， 在 方程 11.2) PMP s= ~1 的 基本 通 
BRA.) 是 第 二 类 切 比 雪夫 多 项 式 的 权 。 于 是 ， 假 设 方程 
(11.2) 的 解 的 形式 为 


(11.6) d= -1 DAU =i, M 
0 


RIAA, AA i 的 奇异 性 质 被 保留 不 变 ， 其 中 U,() 是 第 
“RY KGRS MK, Aind=1,--,Ms n=0,1,…) 是 常 系 
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数 。 利 用 下 列 性 质 【5 见 尼 尔 地 利 〈Erdelyi) 1953) 
(11,7) [CU = Ye de = ~ FI VCO 
并 定义 

(11.8) | TO= In| tld =P) 


ALD [ben Ua 2)dr= gunlt) 
由 方程 (11.2) 我 们 得 到 

M co 
(11 . 10) so XC- TOAT ny iC) 十 Cd 

j=l n=0 

+ gin(t) Anl = fit) t=1,°-,M, 一 1<t<1 
其 中 ，,( 引 是 第 一 类 切 比 雪夫 多 项 式 ，V,(t) 由 下 式 给 出 
-2 -i +} + Ina), n=0 


2 2 
(11.1) V,(@) = 


- 5 TAC) _ T aaa (t) 
2 n n+2 ? 
为 了 得 到 (11,.10》〉 式 中 的 未 知 常数 An, BAUR TY,(1) 
x (1 如 ) ?然后 从 -1 积分 到 1。 利 用 正 交 关 系 
0, Wek 


m=1,2,°" 


(11,12) f TOTOO- Pdt = r,  n=k=0 


m/2, n=k>0 
axe | V Cy Py = 22 Pat 
-1 


i 
(11,13) Prine = | Gin PDA- dt 
Jat 


fas | Ft) TCC =t?) Ade 
Jal 


FERH (11.10) 式 得 到 


M M æ% 
(11. 14) 一 (7? /2) 5 baigi + > > (Ci A inan 


t Bunt) = fas, tel, k=0,1, e 
A;,=0, 4n=-1 it 
方程 (11.14) 给 出 了 确定 系数 47J= 1,0, M, n=0,1,.…) 
的 一 组 无 穷 个 代数 方程 。 
在 方程 (11.14) P, HRE Can) PERO ARE, H 
下 起 给 出 
(0, han, khen+2 
~ (n? /2)1n2, k=n=0 
(11,15) Cn =) 
| — 1 / An, k=n>0 
Ua? /A(m +2), k=n+2, 0>0 
YER DIM L= ont, Agi = OMT.) =1, HMR ER 
(11.6) XÈ, (11.8) Ñ, (11.9) RA (11.13) 式 ， 我 们 可 
以 看 到 ,由 (1.1 式 取 8?= 0 得 到 的 天 个 方程 的 第 一 组 
方程 等 价 于 11.5 式 给 出 的 相 容 条 件 。 因 此 ， 利 用 前 面 的 
方法 ， 不 需要 参考 或 要 求 函 数 8、f Mhu 的 某 些 奇 偶 性 质 ， 
就 可 以 证 明 相 容 性 条 件 是 满足 的 。 
在 实际 计算 中 ， 一 组 无 穷 个 代数 方程 (11.14) 可 以 用 


K (Krylov), 19583, 即 对 级 数 (11.6) RAA n D, W 
后 面 的 项 去 掉 ， 仅仅 研究 前 NK PR, YR, AS iy 
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A, PTE BRIM TE EE AY EE. Ja 
的 。 在 非常 精确 地 公式 化 了 的 物理 问题 中 可 以 有 这 和 神情 况 ， 
但 是 由 于 积分 方程 中 弗 雷 德 堆 姆 核 的 复杂 性 质 ， 所 以 很 难 解 
析 地 证 明 这 一 点 。 

用 上 面 介 绍 的 方法 ， 数 值 计算 工作 的 主要 部 分 是 (11,8) 
式 、(11.9) RE 11.13) 式 的 积分 计算 ， 假 使 考虑 到 这 样 
的 事实 ， 即 在 大 多 数 情况 下 核 fs 或 者 是 非常 复杂 的 函数 或 
者 是 用 广义 积分 给 出 的 ， 那 么 这 些 计算 工作 将 是 相当 大 量 
的 。 但 是 要 看 到 ，(11.8) 式 、(11.9) RA (11,13) 式 中 
的 所 有 积分 都 是 高 斯 - 切 比 雪夫 类 型 ， 用 下 列 正常 求 积 公式 


1 p 
yy Md ~ Ct 
(11,16) \ AG) =t) dt ~ > wiht) 


wi=n/p, t= cosh, 9,=(26-1)1/2p 
及 有 关 的 多 项 式 T, O) = TT,( cos) = cosnd, $ 


1 Dp 
(11,17) | MOG -Pdt whl) 


w,=[r/(p+1)]sin*6;, t= cos0;, 6; =ir/(p+1) 
及 有 关 的 多 MA U, =U, cost) = sin(n+1)0/sng, FT 
以 很 容易 地 算出 上 述 积分 。 实 际 上 ， 系 数 an 和 bun 的 计算 
是 很 简便 的 ， 这 就 有 可 能 在 级 数 〈11.6) 中 考虑 到 很 多 项 ， 
从 而 使 得 近似 解 具有 很 高 的 精确 度 。 
应 该 再 次 强调 指出 ， 上 面 介绍 的 方法 是 形式 的 。 要 在 解 
析 上 是 完备 的 ， 还 必须 证 明 由 《11.6) 式 略 去 后 面 的 项 而 得 
到 的 函数 序列 o 将 收敛 为 精确 解 pio WIE, ATLA E 
序列 %z 是 最 低 限度 的 , 或 者 函数 系 〈11.6) 是 相对 完备 的 。 
对 于 所 研究 的 一 般 问 题 的 完备 性 方程 似乎 是 很 复杂 的 。 对 于 
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特殊 情况 ， 当 w-~ce， 从 ~ 由 的 证 明 是 由 艾 多 温 〈1969) 给 
出 的 。 


11.2 =1 的 第 一 类 奇异 积分 方程 


假使 未 知 函数 $( 雹 在 二 1 是 无 界 的 但 是 可 积 的 ， 方 程 的 
指数 和 基本 函数 将 是 
(11.18) K=], X) = (1-4) 
注意 对 x(1) 是 第 一 类 切 比 雪 夫 多 项 式 T,(t) 的 权 , 方程 
(11,2》 的 解 可 表示 为 


9 


(11,19) it) = G-E Bp TG), j=1," M 


利用 下 列 关 系 式 〈《 见 厄 尔 地 利 1953) 


1 0, n=0 
(11.20) | PaA =r) d(T) = 


并 定义 


7U,.,(4), n0 


f Ta Qr) lnjt—tldt=W,C) 
-1 

1 

| kut PAD — 22) Vdr = hynt) 

-1 

1 

(11.21) y= | WU AG = Bat 

puree =| tn -tdt 

_ 1 

Fa =| PADUAD -H 
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在 方程 01.) MRR UDA- P, RARD, R 
们 得 到 
M oo 


M 
(11.22) (07/2) $ du Brewi + 2 D (CoBinYnsy 
1 


+ Oring Bin) = Piz 
其 中 4= 1 Af, b=0,1,., 上 式 推 导 中 使 用 了 下 列 正 交 
1 0 nth 
(11.23) | UDU) 1 - #8 dt -| 
-1 T/2， n=k 
在 (11.21) A, BAW, 和 双 对 角 线 矩阵 ye TOR 
W 


一 Tiln2， n= 
(11,24) W(t) = 
— (n/n) T(t), N=1,2,. 
— (m7? /2) ln 2, n=k=0 
0; nek, nek +2 
(11.25) Yor = 
(ie n=k>0 
n?/4n n=k+2, k>0 


在 «=1 的 情况 下 ， 一般 地 有 一 些 附加 的 (物理) 条 件 ， 
在 用 (11.19) RA (11.22) 式 给 出 解 时 没有 用 到 这 些 条 
件 。 在 函数 论 方法 中 ， 积 分 方程 组 的 解 含 有 一 组 任意 的 ( 复 ) 
常数 ,这 些 常数 要 用 附加 的 条 件 来 确定 ( 见 第 4 章 一 第 8 章 )， 
在 大 多 数 物 理 问题 中 ， 这 些 条 件 就 是 函数 S(t) ER AC -1, 
D 上 的 零 次 矩 或 一 次 年 ， 即 


1 1 
(11.26) | ad= Pi, | tounat=M,, i=1,, M 
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其 中 Pi, M 是 给 定 的 常数 。 把 〈11.19) RRA (11.26) 
式 ， 并 利用 正 交 关系 式 〈11.12)， 可 以 看 出 

(11.27) Bo=Pyr 或 Bi=2Myr 6=1,,M 

其 余 的 常数 By 可 以 由 1.2D 式 取 大 =1,2,… (或 5=0， 
2,3,…)》 得 到 。 对 于 不 同 于 (11.26) 形式 所 给 出 的 条 件 可 
以 用 类 似 的 方法 来 处 理 。 假 使 问题 具有 某 一 类 对 称 性 ， 人 们 
E (11.6) 式 和 (11.19) 式 中 可 以 仅 取 偶 数 项 或 奇数 项 ,这 
样 就 可 以 大 大 地 简化 数值 计算 工作 。 

注 记 ( i ) 参考 (11.3) 式 , 假使 方程 的 指数 是 零 ， 也 
就 是 说 ,假使 函数 在 一 个 端点 是 有 界 的 ， 在 另 一 个 端点 是 无 
界 的 ， 人 们 可 以 把 函数 和 核 的 定义 推广 到 区 间 (- 1，1) 以 
外 ， 从 而 把 问题 简化 为 指数 5= 1 的 方程 ， 或 者 我 们 注意 到 
c= 0 的 基本 函数 A-Ha A 是 雅 可 比 〈jJacobi) 多 
TA PL “12 (4) 的 权 , 利 用 这 些 多 项 式 的 性 质 ， 采 用 类 似 
于 上 面 给 出 的 方法 可 以 得 到 方程 的 近似 解 。 

注 记 (ii ) 实际 上 ， 表 示 奇 点 王 1 强度 的 量具 有 鲜明 的 
物理 意义 《例如 固体 力学 中 的 应 力 强 度 因 子 )， 参 考 (11.6) 
RA (11.19) 式 ， 它 们 可 以 很 容易 地 表示 为 


(11.28) lim $i(t) (1 =t) t= S AU, F 1) 
es - 


(11.29) lim g: A-1)? = > ,Pi CF1) 
ot 0 
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"ol 1 

注 记 (iii) 假使 方程 组 (11.1》 中 的 核 f(t,7) 仅仅 是 
苏 尔 德 连续 的 ， 对 它们 没有 进一步 的 限制 ， 亦 妈 假 使 它们 含 
有 像 对 数 奇 异性 之 类 的 弱 奇 异 项 ， 上 面 所 介绍 的 方法 仍旧 是 
可 以 用 的 。 在 这 种 情况 下 ， 必 须 特 别 注 意 求 含 有 hi; 的 积分 。 

注 记 (iv) 假使 方程 组 (11,2) 中 的 系数 矩阵 Op 和 
(ey) 不 是 常数 而 是 已 知 的 函数 ， 和 矩阵 CO) 在 《~-1,1) 中 
是 满 秩 的 ， 通 过 定义 dt) = Ebh 方程 组 11,2) 可 
以 简化 为 特征 部 分 有 常 系数 的 方程 组 。 在 这 种 情况 下 ， 因 为 
核 的 对 数 部 分 的 系数 不 是 常数 ，(11.14) 式 中 的 gn 和 
(11.22) RPA Yu 不 可 能 得 到 封闭 形式 的 解 。 

注 记 (v) 最 后 ， 我 们 要 指出 ， 对 于 具有 混合 指数 的 方 
程 组 应 用 这 个 方法 不 会 出 现 较 大 的 困难 ， 具 有 混合 指数 的 方 
程 组 是 指 对 某 些 未 知 沙 数 9$; 它 的 = -1， 而 其 余 未 知 函 数 
i 的 k= +1, 

例 1 半 平 面 上 的 弹性 肋 板 

我 们 研究 这 样 一 个 平面 问题 ， 即 在 弹性 半 平 面 yY<0， 
- coe oo 上 连接 着 一 块 薄 的 弹性 肋 板 C9), e, u 
Alki, 分别 是 平面 和 助 板 的 弹性 常数 。 设 肋 板 长 度 的 一 半 


© (-1)" 
=} Bins K=1 


hoy (isk) 


E9 半 平 面 上 的 弹性 盖 板 
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被 标准 化 为 1 ， 设 它 的 厚度 为 4。 设 如 足够 的 小 就 得 到 广义 
平面 应 力 ， 这 个 假设 对 于 肋 板 是 正确 的 ， 并 设 接 触 应 力 是 
try(@,0)= o(#), 


注意 ，tw(%,0) 之 0， 由 下 列 平衡 条 件 和 连续 条 件 


1 fm Bo, Ous! £ F 
(11,30) Ati, (@) = h ite, æ P, + dt 


(11.31) Eule) = 六 -ws(2,0)， -1<w<1 

并 利用 (5.10》 式 我 们 得 到 

(11,32) 1 SOT ~ af" gdis Fe) 

要 求 

(11.33) | wpa=- P,-P, 

Hp, us Aus PH EY A A RY a EE o 方 向 的 分 
E, 而 


ith, H 
(11.34) As tte uh 


假使 我 们 仅仅 研究 对 称 问题 ， 己 ,= P.=P, wR POP 
式 给 出 


(11,35) Fle) = AP- -人 g(a) 


y(c) 是 由 不 同 于 dz) 的 外 载荷 引起 的 半 平 面 上 在 %=0 的 应 
变 《〈 兄 艾 多 温和 格 普 塔 1971 c)。 
奇异 积分 方程 《11.32》 的 基本 还 数 为 
(11.36) wwe) = (1-2? ) 
于 是 ， 注 意 到 bz) = -$8( -2)， 我 们 可 以 写 出 
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$ 


oo is 
i i ‘ ‘ 


æ 


(11.37a)  ¢@))=(1-8?) >} B; Ty (a) 
1 
根据 11.2 节 介 绍 的 方法 我 们 得 到 
(11,37b) EBV) + 3 + re 7 7 sin[(2) - 1) cos” ‘wi 


= Fw), je} <1 
对 于 “均匀 载荷 * 了 (wm) =P, (Am, Po=-to/2,t.=t% 是 


作用 在 远离 并 平行 于 肋 板 的 半 平 面 上 的 均匀 应力 ), 利用 函 
H UnG -et 作为 权 ， 由 《11,37a》 式 我 们 得 到 


(11,38) B, = eBt Deis k=1,2, 
1 


Cui = (0 : (29-1)? (2k)? 一 ‘Gin pa) 
D,=P,, D,_,=0, k>1 
如 果 这 组 无 穷 个 方程 (11.38) 是 正则 的 或 拟 正 则 的 , 利 
用 简化 法 它 是 可 以 解 出 的 。 为 了 具有 正则 人 性， 系数 必须 满足 
下 列 关 系 式 〈 见 康 托 诺 维 奇 和 克 雷 洛 夫 ，1958)， 


(11.39) Mi lew! <i, B=1,2,+ 
j=l 


Hy (11.38) RA (11.39) A, RAD, RBA 


3(2k- 1) 1 I 
(11.40) -元 pare 3) (4b — DLD aaa 


KEJ Ce Spr) }<t 
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上 式 插 弧 内 的 量 在 4= 1 时 具有 它 的 最 大 值 。 于 是 找到 了 和 保 
证 方程 组 是 正则 的 4 的 范围 
(11,41) A<37/16 
对 于 大 于 3r/16 的 4 值 ,如 果 存 在 着 一 个 人, 从 第 (+1T) 个 方 
程 开 始 的 一 组 无 穷 个 方程 是 正则 的 ,在 这 种 意义 下 ，(11.38) 
式 是 拟 正则 的 。 

由 (11,37a》 式 ， 应 力 奇异 性 的 强度 可 以 表示 为 


(11,42) A=A(oo) = lim (1—%*) /9(%) = 》 Pi 
ue 1 


x 
ACN) = 5 Bs 
1 


方程 (11.38) 可 用 简化 法 解 出 ， 这 就 是 说 ， 仅 仅 研 究 前 信 
个 方程 和 前 个 未 知 数 。 对 于 一 些 指 定 的 六 及 4=10/3 和 和 
4=1/3 WEB AN MAF 1. HER, 10/3>4..= 
37/16>1/3, BRT AN) 收敛 的 两 种 情况 。 不 过 ， 表 1 表 
明 对 于 这 两 种 情况 收敛 性 都 是 很 好 的 。 


k1 AN) HE 
N =. hat 
5 | 0.40245222 0.83161663 
10 0,40955555 083297383 
15 0,41081248 0,83322133 
20 0,41124571 0,83330764 
25 0.41144482 0.83334753 


30 0,41155222 0,83336917 
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Bi 2 FARANE E H 

作为 第 二 个 例子 我 们 研究 第 8 章 中 提 到 的 问题 的 一 种 特 
DR iG OL, IRER, = (-1,1),42=0,91(%) =Po RP) =0 
〈 见 图 6 )。 问 题 的 积分 方程 由 (8.31) — (8.35) 式 给 出 。 


可 以 看 出 ， 两 个 方程 的 基本 画 数 是 相同 的 ， 且 由 下 式 给 出 
(11. 43) Ww) =(1-4?) 7? 


考虑 到 对 称 性 质 f1(8)= fiw), fr.(@)=-f2(-9), 从 
而 我 们 有 


Fie) = Qa) Y BaT) 
(11,44) 

FCB) = 1 0? 7? SY Bo Von (2) 
可 以 看 出 单 值 条 件 5 见 (8.36) 式 ] 

1 
(11, 45) | frlerae =o, | fr(ade=0 


第 二 个 式 子 是 满足 的 ， 第 一 个 式 子 给 出 Bie= 0。 其 余 的 常数 
可 由 〈11.22) 式 用 简化 法 得 到 。 
在 这 个 问题 中 ， 用 下 式 定义 应 力 强度 因子 Mk 


k 
ine, aT Oe 
(11.46) 


lelt, 0) = Xe fe a + Oe - 1) 
可 以 很 容易 地 证 明 


011.47) Faby = lim (1-08) fe) = ~ SB, 
到 -> I 
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(11.48) Lf ka= ~ lim -0f (w) - SOB, 


0 


家 2 ki, ko OE 
h N ki ke 
0,2 2 4,6298 2.0294 
4 4,6981 1,6925 
6 4,7621 1.7173 
8 4.7600 1.7181 
0,4 2 2.5437 0.7649 
4 2.5949 0.7364 
6 2.5957 0.7376 
8 2.5956 0.7375 
0,6 2 1.9226 0,4265 
4 1.9616 0.4298 
6 1,9608 0,4296 
0,8 2 1.6386 0.2678 
4 1,6610 0.2716 
6 1.6609 0,2715 
1,0 2 1.4741 0.1775 
4 1.4860 0,1796 
6 1.4860 0.1796 
1.2 2 1.3660 0.1223 
4 1,3722 0,1234 
6 1,3722 0.1234 
1,5 2 1,2603 0,0743 
4 1,2628 0.0746 
2.0 2 1.1615 0,0366 
4 1,1621 0.0367 
3,0 2 1,0778 0,0123 
4 1,0778 0,0123 
co 1 1,0 0 


eC 
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宕 2 列 出 了 对 于 Po。= 一 1、 裂 纹 与 自由 表面 距离 的 不 
间 值 及 级 数 1.40 式 被 保留 的 项 数 N 的 不 同 值 所 对 应 的 
应 力 强 度 因 子 值 。 

与 前 一 个 例子 不 同 ， 在 这 个 例子 里 不 可 能 研究 一 组 无 穷 
个 代数 方程 的 正则 性 。 但 是 ， 由 表 2 可 以 看 出 ， 收 敛 性 是 相 
当 好 的 ， 仅 仅 用 增加 N 的 办 法 就 可 以 得 到 所 要 求 的 精 确 度 。 
应 该 指出 ， 在 这 个 问题 里 ， 收 敛 的 速度 对 于 参数 有 的 值 是 非 
常 敏感 的 ， 很 显然 ， 在 方程 组 的 正则 化 中 起 了 决定 性 的 作 
用 。 在 h= co 的 特殊 情况 下 , 弗 雷 德 填 姆 核 5; 等 于 零 ,N=1 
给 出 精确 解 。 本 章 介绍 的 方法 对 某 些 更 复杂 问题 的 应 用 可 在 
区 多 温和 格 普 塔 (1971a)、 菊 林 和 区 多 温 C1971), KF 温 
和 拉 特 瓦 里 (1970, 197) 的 论文 中 找到 。 
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第 12 章 第 二 类 奇异 积分 方程 的 解 
研究 下 列 奇异 积分 方程 组 


(2.1) Agta’ Bolt ) 


+ Ka ngndr= fn), a<t<b 


其 中 系数 矩阵 A= (a), B= (0) BRR, BR ATR 是 满 
秩 的 ， 已 知 的 函数 f= Gom K = (hy) FERIA (a,b) 内 是 赫 
IRE RAF RE RB. ob aK 
种 奇异 性 的 解 。 为 了 解 这 个 问题 ， 首 先 我 们 通过 解 下 列 齐 次 
特征 方程 组 来 找 出 基本 和 盾 阵 


(12.2) Agi eae |) Be = 0, a<t<b 
用 下 式 定义 矩阵 中 (2) = (D5) 


(12,3) Desi (POM jaga, M 
a toz 


于 是 2.2) 式 可 以 写成 

(12,4) (A+B) O*()=(A-B)@), a<i<b 

SH DMD -对 应 于 分 级 全 纯 函 数 中 ;(z) 的 边界 值 。 现 在 我 

们 来 找 齐 次 黎 曼 - 希 尔 伯 特 问题 (12.4) 的 解 

(12.5) O(a) =rw(s), -wt(t) = h(t) 

Hop w 是 个 标量 遂 数 , 列 矩阵 + 和 系数 4 是 常数 。 把 (12,5) 
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RRA 12.4 式 ， 我 们 得 到 下 列 特征 值 问 题 ; 

(12.6) (A -B)r=A(A+Byr 

Bed (12.6) 式 得 到 的 特征 值 和 特征 向 量 是 4，…，4r 和 
Cra), (9r)。 对 应 于 每 一 个 可， 我 们 得 到 下 列 一 个 特 
TE RB wlz): 


(12.7) wy (t) = Amy), k=l, M 
(12.8) wyl) = (2-4) %R(2 — b)" 
其 中 


My 一 0 多 二 28 和 十 和 Bo = Oe + OBE tyk 
(12.9) ag +ib = —Ind,/2rt, af + 48% = 1nd,,/200 
—-l<agtyy<1, -1l<al+r7%<+1 
HAr 任用 这 样 一 种 方式 来 选取 , 即 要 使 得 基本 函数 (2) 
在 & 和 ?的 性 质 与 未 知 函 数 $( 引 所 要 求 的 奇异 性 是 一 致 的 
( 即 ， 或 者 是 有 界 的 ， 或 者 是 无 界 但 是 可 积 的 )。 常 数 
(12.10) Kp = — (On + Be) = 一 (站 十 了 和》 
称 为 wr(2) 的 指数 ， 在 重要 的 物理 问题 中 ， 特 征 值 入 是 负 的 
实数 ， 它 给 出 


Gay t= 2 mea, Be = Fp 
w= —-1, 0, 1 
(12,12) WW = (Wy s(2)) = Crewe) ) 


通常 称 之 为 边界 值 问 题 (12.4) eae, H EWER 


ee 


出 ， 方程 (12. 和 和 (12.2) 的 通 解 则 可 得 到 ， 它 们 分 别 为 


M 
(12.13) Pk) = > rew) Piz), k=1,, M 
j=1 
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(12.14 dk (= OC) - Od), k=1,, M 


其 中 Pj(z)(j=1,-,M) 是 任意 的 多 项 式 ， 它 在 无 穷 远 处 的 
ER D, 是 一 致 的 。 

很 容易 看 出 
(12,15) (A+ B)W*(t) =A -BW (t) 

现在 我 们 研究 非 齐 次 问题 


Ag(t) + (a/niy |’ Bocayde/ (r -6 =9(t) 
(12.16) ° 


(A+B)D*()=(4A-B)O (t+ g(t), a<t<b 
通过 利用 02.15 式 ， 我 们 得 到 
(12.17) (本 -:@)+ = (WDB) + CN) g, N=A+B 
由 《〈12.17) 式 ， 得 到 方程 12.160 的 通 解 
wo 
are 
+W(2)P (2) 
其 中 矩阵 P(e) = [Ps(z)] 的 元 素 是 任意 的 多 项 式 ， 这 些 多 项 
式 在 无 穷 远 点 的 性 质 与 中 (2) 是 一 致 的 。 在 特征 值 WA 
数 的 特殊 情况 下 ， 我 们 有 ， 

(a) =1，pr( 引 在 t=&@ 和 t=5 是 无 穷 大 的 但 是 可 积 
的 。 对 于 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 解 ， 忆 .= 0, = FR, HR, 
Cy 可 由 第 11 章 阐 述 的 物理 条 件 得 到 。 

(b) 5= 0， 内 (六 在 一 个 端点 是 有 界 的 ， 在 另 一 个 端点 
是 无 穷 大 但 是 可 积 的 。(12.18〉 式 给 出 带 卫 (z) = 0 的 解 。 

(O 5= -1，gx(t) 在 两 个 端点 都 是 有 界 的 。 倘 车 下 列 
相 容 性 条 件 被 满足 的 话 
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dt 
工 一 区 


(12.18) Bs) = a WDT g) 


(12.19) [AWO 


则 12,18》 式 给 出 带 P(z) = 0 的 解 。 

现在 我 们 来 看 积分 方程 〈12.1)， 注 意 ， 在 具有 HRB 
的 第 二 类 奇异 积分 方程 中 ,假如 区 间 (a,5) 被 标准 化 为 (一 1， 
1)， 则 基本 函数 wx(t) EET BH A P, w(t) 的 权 。 
因此 ,利用 雅 可 比 多 项 式 的 性 质 [例如 ， 见 塞 歌 (Szeg6) 
1939; 厄 尔 地 利 1953，1954; 卡尔 潘 柯 (Karpenko)1966]， 
采用 类 似 于 第 11 章 的 方法 ,可 以 进一步 发 展 解 方程 组 (12.1) 
的 数值 方法 。 要 做 到 这 一 点 ， 我 们 首先 用 AER (12.1) 
式 (假设 4 是 满 秩 的 )， 并 将 矩阵 A“ B= D= (dy) 对 角 线 
eo BA r, RMB. HEME. DRS, 
即 


MH 
(12,20) [2-41= (~ 1)Y T](-40, D=A™B 


Dri=4r, t=1,,M, R= (ry) 

作 变 换 

(12,21) b(t) = REG), A = (Auð) 

并 利用 性 质 DR=RaA, WWAW, (12.1) 式 可 以 写成 


b d 
(12,220 GO+ h aoo 


+ [R AKG, n Rodr 
=RiA-if(t),  a<i<b 


DORE ”原文 有 印刷 错误 。 
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方程 12,22) 中 的 特征 方程 组 是 分 离 的 .可 以 很 容 易 地 求 
解 给 出 基本 函数 ， 假 设 区 间 (4,8) 被 标准 化 为 《1,1), 基 
本 函数 可 以 写 为 
(12,23) w,(t) = (1~t)"e(1 +t) k, 

kato M -1<<1<1 


> 


其 中 
a= gral CE 人 The 


f= ~ 2rd (Ga say +Y% 


整数 Y Are ARR -AARERM, B RE 4 wG E T] 
的 奇异 性 质 与 Vw( 引 是 一 致 的 。 于 是 ,对 应 的 指数 为 = — 
-8> -1, 

现在 ,方程 组 112.22) 的 解 可 写 为 


K 


(12.24) P) = Yea) Py “n,n C), 
D ` 


k=1,e, M, -1<t<l 
其 中 常数 BRAN. ELF IERE 
RAKO, OR= HC) = ants), 
(12,25) kym=j,--,M 
RUA? FO = git) =(g,(t)), k=1,",M 
把 (12.24) RA (12,22) 式 ， 我 们 得 到 
(12.26) Y Cn | wrt) Pokop, (t) 


neg 


Ay fi ‘a. B dt 
一 一 局 fr - 
+5 | mCP, sf) TF ] 
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u a 
+| Yo hrm(t,T) X iem Wm TT) Py m,n (t)dt 


lm=1 于 = 日 


=RU), -1<t<1， k=1,,M 
利用 下 列 关系 式 〈 见 卡尔 潘 柯 19 66) 


(12,27) POPP (有 tp 人 (区 
ri [i PEO Cyan yee 
-1 


= ( _ 1)*et k2 e 1 _ APP nee (1) 
并 定义 
(12.28) imi(t)= | Tram bgt) Ps mm (T)2wm(T)AT 


我 们 得 到 


(12.29) NO Cpn( ~ 167? 27 kC 一 hP rs “Fe l) 


n=0 


M æ 
+ > DCmiOumi(t) = gr(t), 
m=1 j=0 
-1<i<1, k=l], M 
上 式 可 用 下 列 方法 简化 为 一 组 无 穷 个 代数 方程 ， 设 
(12,30) Wy= (1-8) + ty 


于 是 用 wG) Pi OTIP (OR (12,29) 式 的 两 边 , 对 t 积 
分 ， 利 用 正 交 关 系 式 《 见 厄 尔 地 利 19 54) 


1 
azad | P99) (4) P99) (tat) dt 
-1 


=0, nj 
agen 2 Tintrar (nt B+) 
= Vp 


ni(2n+g+B+1)l (n+o+8+1) ， 
n=} 


我 们 得 到 
(- 1) kte 2- RCL = A) Cy, par 0 (ray, Bg) 


k P 


M æ 


+ 5 > dumplms = Gups k= 1, ,M, p=0,1,°" 
m=1j=0 


(12.32) 


1 Cag, 8y) 
Gas ge OPPER wadi 


1 


duns= | Oum (H) PET O (tye, (4) ae 
-1 


RUER, HAPPO (为 =1， Em= -1 的 情况 下 ， 
对 应 于 〈12.32) RH p= 0 的 方程 等 价 于 下 列 相 容 性 条 件 ， 


1 


(12.33) | [aco -| ham(t,t)Gm(r)dr | 
一 1 


x dt/w,(t) =0, k=1,,M 
在 Kw=1 (=1, 1D 的 情况 下 ， 解 还 必须 满足 〈11.26) 
有 形式 的 履 个 附加 物理) 条件。 
作为 一 个 非常 简单 的 例子 ， 我 们 研究 积分 方程 (8, 45)， 
BWL+L=(-1,1), EXP, MO) 在 于 1 有 可 
积 奇 异性 。 因 此 ，%=1, Y1 = 一 1，Y,”= 0。 对 于 由 (8.55) 
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-1 


式 给 出 的 输入 函数 ， 亦 即 p(w) = - po/2u0, PBA (12.24) 
形式 的 解 ， 把 它 代 入 (8.45) R, AJE (12.27) 式 ， 两 边 


(12.34) (1—g) (1+w) SP O FP (æ), n=0,1,2, 


n 


在 〈-1,1) 范围 内 积分 ， 我 们 得 到 


(12.35) ọle)= Ses(1— wl +e) A (w) 
0 


| sar=o 一 oo=0 
C= —OPo/eo(1-77)**, = Cn = 0, N= 2,3, 
这 就 是 (8.57) 式 给 出 的 解 。 
一 组 无 穷 个 代数 方程 〈12.32) 的 解 也 可 以 由 简化 法 得 
到 。 关 于 把 这 个 方法 应 用 于 更 复杂 的 问题 以 及 关于 数值 解 收 
敛 性 的 讨论 ， 可 参见 区 多 温和 格 普 塔 的 论文 (1971b)。 
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第 13 章 利用 高 斯 - 切 比 雪夫 和 高 
斯 - 雅 可 比 积分 公式 求解 


这 一 章 将 讨论 给 定 的 奇异 积分 方程 组 的 直接 数值 解法 。 
这 个 方法 是 建立 在 奇异 积分 的 高 斯 - 切 比 雪夫 类 型 积 分 公式 
基础 之 上 的 ， 利 用 切 比 雪夫 多 项 式 的 某 些 简单 性 质 ， 这 个 方 
法 可 以 得 到 进一步 的 发 展 ( 见 艾 多 温和 格 普 塔 ，1972b)。 


13.1 奇异 积分 的 高 斯 - 切 比 雪夫 积分 公式 


在 推导 奇异 积分 的 高 斯 - 切 比 雪夫 积分 公式 以 前 ， 我 们 
将 证 明 下 列 两 个 辅助 公式 
a 0, j=0 
(13.1) YE Tite) /n (ty wr) = | 
ka) U; (ey), << 
T a(t) = 0; U,_1 (vy) =0 
Al 


(13,2) SOO- Uy) / (m+ 1) ~ er) 
ket 
= ~T5,1@,), n>} 
U, (tr) =0, Png (By) = 0 


其 中 工 ,(w) 和 0U,(%) 是 用 下 式 定义 的 切 比 雪夫 多 项 式 
(13.3) 了 (oO) = cosnd, U,(e) = sin(n+1)6/sing 
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Gos @ = 2 


为 了 证 明 (13.1) 式 ， 我 们 研究 下 列 简单 的 分 式 展开 式 : 


(13.4) La) 人 TD) = $G), T(t) = 0 


k=l 
其 中 
(13,5) a = —U 451 (ty) /T n C) 
= -Unaja (ty) / Uni Cty) 
利用 递 推 公式 CULE AR HBA 1953) 
(13.6) Uys (@) =T(@)U,_ IO) -T,(@)U;_ (8) 
FER BT Ch) = 0， 由 13.4) RA (13.5) 式 我 们 得 到 


k=l 


WFoe=c,, Unid, 13.1 式 的 7= 0 部 分 可 由 上 式 
得 到 。 对 于 />>0， 由 〈13.6) KA (13.7) 式 我 们 得 到 


(13.8) SITs) /0(t -@) 
k=l 
=U; (8) -[97,@)U0,_,(@)/T ,(@)] 
Hfe=2,, Uniw), ERMA 〈13.1) 式 。 
为 了 证 明 (13.2) 式 ， 我 们 研究 下 列 展 开 式 


(13.9) Un-1-1(@)/U,(@) = 》 b,/(- 2) 


其 中 ， 注 意 到 U) = 0， 并 根据 文献 ( 厄 尔 地 利 1953) 
(13.10) (1-27)U44) = (n+ 1)U,_ 1 (4) -tU Ct) 
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常数 由 下 式 给 出 
(13.11) b= —U ng (ty) /U hlte) 
= ~(1-'%)0 ny) / (mt LIU n-i Ch) 
利用 13.6) 式 及 递 推 公式 〈 厄 尔 地 利 1953) 
(13.12) T(t) =U) -U 1), 
Ui) =T) + Uy 1 (4) 
BERS U.G) = 0, 由 (13.9) RR 13.1) 式 我 们 得 到 


(13.13》 D3 (1-7 0st) /(n + 1) (ty - 2) 


k=1 


= ~Uy.3-1(@)/U,(@) 
利用 (13.6) R, JB 7 换 成 7+ 1，" 换 成 %+1， 则 (13,13) 
式 变 成 


(13,14) > 1 = be? TC) / (nt 1) (ty - @) 


k=l 


= ~75,,€@) EUT n Un] 
HFe=o,, Ty..(e,)=0, ERMER (13.2) 式 。 
现在 我 们 来 研究 下 列 奇异 积分 


(13,15) S(wy= (Vm) dHat/(t-2), ~1<0<1 


其 中 
(13.16) (=X) FU), XCt)= (1-2?) FY? 
FOE -ISi LEARN, 
(a) s=1 FR 
EXP BRE, XC)=0-2F) MRT OAR, Bi 
在 -1<t&1 A, BH POW PARA Ae 
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的 精确 程度 ， 
’ 
(13,17) F(t) = 》 BT) 


FH, (13.1) 式 可 以 被 表示 为 


? 1f T ,(t)dt 
(13,18) Saya Bre | Cow) 


5 
= SU BU;.,(#) 
jad 


其 中 用 到 下 列 关 系 式 〈 厄 尔 地 利 1953); 


1f Tdi 
(13,19)® :| (t=e)(i-t?)}? 


0, j=0 
= . (-1<#¢<1) 
U;-1(%), j>0 


对 于 w=o,， 由 (13.18) st. (13.17) RR 13.) 式 得 到 


1 F(t dt 
(13.20) Se) =H aa 


多 
= 5 BU (COr) 
j=1 


233 Se BTAt) Oo FU) 


jv ike M(t, ~ Vr) kai mCi, — Sr) 


ORE 原文 有 印刷 错误 。 


99 


TC) = 0, n= cos[(7/20)(2k ~ 4) 4, 
(13.21) k=l, e,n 

Un-1(£,)=0, w= cos(mr/m), r=1,,n—1 
假使 考虑 到 高 斯 ~ 切 比 雪夫 积分 公式 [例如 ， 见 斯 特 劳 德 
(Stroud) 和 西 克 雷 斯 特 CSecrest), 1966) 


(13,22) amf JOa- ty? 


= DOS n Ta) = 0 


可 以 看 出 ,(13.20) 式 形式 上 表示 奇异 积分 的 高 斯 - 切 比 雪夫 
PASH RHEE ME «= 2,7 =1,+-,2-1),Un 1) = 0 
的 离散 点 集 上 成 立 。 

(b) «= 一 1 的 情况 

对 于 这 种 情况 ， 革 (= 1-0")? E UG) 的 权 ， 我 们 
再 次 假设 用 下 列 鹤 项 级 数 表示 了 (t) 具 有 足够 的 精确 度 ， 


v 
(13.23) F(t) = $ AU) 
0 
BRAK SEAR HLF 19 53) 
asd 本 | FUADG 8) /tm) I 


= -T æ), -1<co<1 
以 及 (13,15) xe, (13.16) SRA (13,23) 式 ， 得 到 


P? 
(13.25) Stw)= YO 41/7) 


j=0 
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x| [TOG =t?) A/a) jdt 
-1 

? 
= ~ $ ATi (0) 

j=9 


对 于 =wr， 利 用 13.2) AM (13,23) R. M (13.25) 
式 可 表示 为 


1 F 
(13.26) Sten) = Lf | <b (1-27)! "dé 
r 
== Tia (ty) 


p 
= — Clt AT) 
=L (n+ 1)(h—&,) 


je Ok= 

at -ADEO 

= I) 
其 中 

hr 
Tao) = 0, ty, = COS r ， k — 1, . pn 
(13,27) 
ZTC2 — 1) 


1 y o ] _ 
Tne: (@)=0, tr C09 ET) » r=j eny] 


假使 我 们 再 考虑 到 有 关 的 高 斯 - 切 比 雪夫 积分 公式 ( 见 斯 特 
劳 德 和 西 克 雷 斯 特 ，19 66) 


1 1 f 
(13,28) | FOG ~ vy dt 


n _ 
v ab D yao 
1 


n+l 


可 以 看 出 ，(13.26) 式 形式 上 可 以 看 成 是 奇异 积分 的 高 斯 - 切 
比 雪 夫 积 分 公式 ， 实 际 上 它 仅 在 点 =zr(T= 1，…，%+ 1)， 
Tarw 0 的 离散 点 集 上 成 立 。 

注 记 (i ) 在 公式 〈13.20) RA (13.26) 式 中 仅 有 的 
误差 是 来 自 表 示 函 数 王 (性 的 截 项 级 数 〈13.17) 和 (13.23)， 
这 表明 ， 假 使 了 是 有 界 的 和 连续 的 ， 只 要 把 % 取 得 充分 大 就 
能 够 得 到 任意 高 的 精确 度 。 

注 记 (ii ) 虽然 (13.17) RA (13.23) 式 中 被 指定 的 
数 p 在 (13.20) RAM (13.26) 式 的 最 后 表示 式 中 并 不 出 
现 ， 但 在 推导 它们 时 我 们 假设 mp。 


13.2 奇异 积分 方程 的 解 


我 们 研究 下 列 奇异 积分 方程 ; 


(13.29) a/m [88)/(t= a) Id 


+ | ka, DA= gw), -1<2<1 


(a) x=1 的 情况 

对 于 这 种 情况 ， 未 知 遂 数 由 可 以 表示 为 
(13.30) b(t) = F(t) /(1- 12)! ? 
KRPAR RARE 是 个 新 的 未 知 函 数 。 将 上 式 代 入 (13.29) 
式 ， 我 们 得 到 
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if? F(t)dt 
(13.31) | im 


1 Fiat 
fe kle, na = g(%) 


于 是 由 13,31 ABN Ft) 必须 满足 条 件 SABE. 
7 #) 


(13, 32) | raya- 


KHCREMHR. ER, AW POMMe,t) 是 有 界 的 ， 
(13.31) 式 中 的 第 二 个 积分 和 (13.32) 式 的 积分 能 够 用 高 
斯 -~ 切 比 雪夫 积分 公式 〈13.22) 算出 。 于 是 ,由 (13.20) R, 
(13,22) 式 、(13.31) RR (13,32) 式 ， 我 们 得 到 


Li LEG) Eer pa + blante) | 
= 9(@r), r= lyn] 


1 


i, = cos — a (2h ~ 1), = cos- 

bi , = T,-,n-i 
ERM TARR FG), Fa) oy Fanin A 
线性 代数 方程 。 


(b) c= - 工 的 情况 
在 这 种 情况 下 ， 乡 为 下 列 形式 
(13,34) o(t) = FA -ty 
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SRA SUF a (a) 的 方法 ， 由 (13.26 SRY (13.28) at, 
(13.29) 式 及 (13.34) 式 ， 我 们 得 到 


对 于 ?=1,…,n+1， 上 式 都 是 成 立 的 ， 这 就 是 说 ,有 (+ 1) 
个 可 能 的 配置 点 用 来 确定 ?个 未 知 数 (#1),…，Z(t,)。 于 
是 只 要 选取 这 些 点 中 的 ?个 点 就 足以 确定 P(t)。 中 利用 
(13,23) 式 、(13.24) 式 及 11.12) 式 ， 能 够 很 容 易 地 证 
ABS (13.25) 式 给 出 的 解 满 足 用 〈11.5) 式 给 出 的 有 RK 相 
容 性 条 件 。 

注意 ， 对 于 一 个 积分 方程 给 出 的 公式 (13.33) 式 和 
(13,35) 式 可 以 直接 推广 到 像 (11,2) 式 那样 的 奇异 积分 方 
程 组 中 去 。 

Rl prat 

作为 一 个 应 用 我 们 来 研究 第 11 章 中 给 出 的 倒 子 ， 这 个 问 
题 已 经 被 公式 化 为 


1 5 r 
asso BY) PO aa [" bd Po -1<0<1 
Tj, tow J-i 


FEWE 
1 

(13.37) | $i)at=0 
-1 


me 


ORE ARE, n 可 以 选取 为 偶数 ， 对 应 于 r=n/2+1 的 点 可 
以 不 去 过 问 。 
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在 这 个 问题 里 切 应 力 $(i) 在 1= F1 Aa aE, Tit 
p 和 应 力 奇 异性 的 强度 4 可 以 表示 为 
(13,38) 6) = FC) /- 0), A= FO) 
ERF h 13,33) 式 得 到 ， 对 于 Po=1, n=20, 40, 60. 
A= 10/3 和 4= 1/3 分 别 对 应 的 应 力 奇 异性 强度 值 列 于 表 3 。 该 


#3 BARRE) 


tt 


A 26 40 60 A30) 


10/3 0.4061 0,4104 0 4115 0,4115 


1/3 0,8323 0,88331 0.8340 0,8334 


表 也 列 出 了 第 11 章 得 到 的 4 值 ( 见 表 1), HAMA PO) 
是 由 最 后 三 点 的 PCO.) 采用 二 次 外 推 法 得 到 的 。 对 于 4=0 
〈 即 不 能 伟 长 的 肋 板 ) 由 〈13.19) 式 可 看 出 精确 解 EFG) 
= 了 1(t)=t 及 A=1。 

关于 数值 计算 结果 的 收敛 性 问题 ， 人 们 猜测 ， 如 果 令 
“Woco" 将 得 到 “精确 的 ”结果 ， 那 么 ， 把 计算 出 的 结果 适 
当地 表示 成 1/N 的 函数 ， 取 ->co， 用 这 样 的 方法 可 估算 
出 计算 结果 的 极限 值 。 例 如 ， 在 所 研究 的 例子 中 ， 可 以 假设 
对 于 “大 ”的 六 值 ， 应 力 奇异 性 的 强度 ACI WU RH 
(13.39) ACN) = A(co) +(B/N*) 
这 个 4(W) 也 就 是 表 1 PARK. ER pA), BAe 
EAR MTR, A(co) EA BORE, HFN =N, i= 1,2,3， 
Bil (13.39) 式 ， 由 此 可 以 确定 出 这 些 未 知 数 。 作 为 一 个 


105 


例子 ， 对 于 4= 10/3 HH 1 AY ACN) RR (13.39) 式 算 出 
4(ce)、B、w 值 ， 将 它们 列 于 表 4 中 。 该 表 指 出 了 不 同 Ah 
(=1，2，3) 的 集合 的 Aco) 估计 值 。 把 这 些 值 相 互 进行 
比较 ， 并 与 表 3 中 的 值 进行 比较 ,在 此 就 无 需 仔 细 地 叙说 了 。 
应 该 指出 ， 要 得 到 很 好 的 估计 值 4(ce)， 对 于 给 出 的 a>>1， 
,应 该 取得 足够 的 大 。 同 样 地 ， 如 果 AN WERD, 
则 需要 修改 由 (13,39》 式 给 出 的 模型 。 


家 4 Alo), B, a 的 值 * 


N; Alo) B a 
6, 8, 10 0,41181 — 0,25477 2,0544 
8, 12, 16 0,41180 ~ 0,24433 2,0358 
10, 11, 12 0,41187 ~ 0,21117 1,9588 
10, 20, 30 0,41179 — 0,23717 2,0246 
28, 29, 30 0,41179 ~ 0,22060 2.0018 


* 对 于 4= 10/3 按 (13.39) 式 计算 


13.3 ”用 高 斯 - 雅 可 比 积分 公式 求解 


“第 10 章 指出 ， 具 有 广义 柯 西 核 的 奇异 积分 方程 的 基本 

解 为 5 见 〈10.20) 式 ] 

(13, 40) w(t) = (1-a) (b-t) 

注意 ,由 (13.40) 式 给 出 的 wt) ET LL St PO- C4) 

HUAN PK, 要 解 像 (9,24) 式 (其 中 8=c) 及 (10.2) RK 
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积分 方程 ， 可 以 应 用 类 似 于 13.2 节 介绍 的 数值 方法 。 在 这 


见 斯 特 劳 德 和 西 克 雷 斯 特 ，1966， 罗 尔 斯 顿 CRalston), 
1965), 


(13, 41) [FQN br) dr 


S Z Arf),  -1< Ca, B)<1 
kal 


SOP r 是 下 列 方程 的 根 


(13, 42) Pe O(n)=0, ksl, 


9 yn 


加 权 常数 由 下 式 给 出 


2n-a-B+2 
(13, 43) A= ~ nto Bed) 


Pm-a+ 1) (m-8+1) 


x T'(n-a-B+1) 


27078 
x Pr -a8 (%)P (Ha, -BY Cr) 


n+l 


用 一 个 例子 来 说 明 这 种 方法 ， 我 们 研究 3=c 的 积分 方 
程 (9.24)。 该 方程 具有 (9.27) RAMA VK RB 
一 个 特征 方程 ， 这 个 特征 方程 能 确定 由 〈9.37》 式 给 出 的 基 


本 函数 的 指数 a、B。 首 先 我 们 用 下 式 将 半 区 间 ¢ 的 因 次 标准 
化 


(13,44) t=t/e, E=a/e, p(t)= $7) 
File) =8,(8), j= 1,2 
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于 是 积分 方程 0.20 式 变 成 


— E 
(13. 45) ape f po ye 
7 “= ese (7/2)(r— č) 
1 — /181(E) 
+| sokezer] 
-i ~Ha (E) 
-1<5< 1 
其 中 kie, Oh (9.25) 式 给 出 ， 方 程 要 有 解 必 须 遵 守 9.8) 
式 或 下 式 
(13, 46) 2raze| b(r)dr=C 
积分 方程 的 基本 函数 是 
(13.47) wlr)=(1-1r?)”, cosryY=4= HA + ua) 
于 是 ， 用 下 式 定义 积分 方程 的 解 
(13. 48) pT)= G1-7) ,Irl<1 
利用 13.41) 式 ， 则 (13.45) 式 可 表示 为 


n 


(13, 49) Lanaja 


和 
Ly oe 
2Ha ese (1/2)(t; ~ Ë,) 


i Hi8 (Er) 
+ ¢&(c&,,¢r;) |~ 
— HS2 (Ey) 
r= 1 ,nN—1 
其 中 所 是 下 列 方程 的 根 @ 


DRE 关于 求 方程 13,50) 和 13,42) 的 根 的 计算 程序 及 关 
于 18.41) 式 中 误差 的 估计 见 斯 特 劳 德 和 西 克 雷 斯 特 的 洲 作 〈1966)。 
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(13.50) PEPE yaad, reise nl 


H (13.46) 式 得 到 下 列 附加 方程 
(13, 51) 51 AyG( ty) = C/2na%e 


方程 3.49 和 (13.51) 给 出 了 未 知 数 GCTr)C7= 1,0) 
的 "个 方程 

在 这 个 问题 里 ， 人 们 还 能 够 把 描述 奇 点 邻 域内 应 力 的 
“应 力 强 度 因 子 ”% 定义 为 
(13, 52) ple) 2k! /(20)7 
其 中 o=c-z 与 比较 起 来 是 很 小 的 。 于 是 ， 由 (13.48) 式 、 
(13.44) RA (13.52) 式 我 们 得 到 

pt) = CG (t/e)/(e* — 67)” 

(13.53) hf = lim [2(¢ -HI PC) = G1) 


图 10 和 图 11 给 出 了 在 4=c= b, p/p = 0.345 和 情况 下 
的 一 些 数值 计算 结果 。 这 些 结果 利用 下 式 定 义 的 标准 化 了 的 
应 力 表达 出 来 
(13,54) Po =U /2n?a*e 
图 10 指 出 了 圆 轴 在 反对 称 负荷 和 非 对 称 负荷 下 的 接触 切 应 力 
Pw) RAR, E 11 指出 了 对 称 负荷 和 反对 称 负荷 情况 下 的 
应 力 强 度 因 子 h。 
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图 10 在 反对 称 负荷 (Ci = -Cs) 和 非 对 称 
负荷 (c1 = c，cs = 0) 下 圆 轴 的 接触 
应 力 ; us/u1= 0,345, a=c 
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o 0.5 1.0 1,5 2.0 


. a/c 

.图 11 应 力 强度 因子 作为 轴 半 径 的 函数 
Las/ = 0.345，b= c， 实 线 为 
p(x) = p( 一 x) 情 况 ， 虚线 为 
p(x) =- p( 一 x) 情 况 
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